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Introduccién

Por si misma la historia de las matematicas es interesante desde cualquier perspectiva
gue se le investigue. Introducirnos en cualquier area de las mateméticas ya sea éalgebra,
geometria o célculo, trae consigo inmiscuirse dentro de los procesos que originaron, por
principio, su creacion como area de interés y posteriormente su fundamentacion, es decir, el
conjunto de postulados, teoremas y leyes que hacen que tenga validez dentro de la ciencia.

Tal es el caso del hoy llamado Calculo, rama de las matematicas que tuvo su origen en
la antigua Grecia con las magnitudes inconmensurables, con los problemas de la determinacion
de areas y volumenes de figuras limitadas inicialmente por rectas y después por curvas, el
trazado de tangentes a una curva definida por f(x,y)=0, la fundamentacion y el uso de las series
como una via para solucionar problemas, el desarrollo y demostracién del teorema del binomio
de Newton y el Teorema Fundamental del Calculo.

En sus inicios, las propiedades, las leyes, los teoremas y las demostraciones que
fundamentaron el calculo, se utilizaron sin haber sido demostradas rigurosamente, situacién que
se da en el siglo XIX y principios del siglo XX, cuando se inicia el periodo de formalizacién del
calculo, en el gue se generan demostraciones de teoremas con el rigor del analisis matematico.
Ejemplos de esto es la construccion de los niumeros reales y la formalizacién de conceptos tales

como funcién, limites, continuidad y la demostracion formal de la integral.

Prerrequisitos

Célculo Diferencial e Integral, Calculo Superior, Introduccién al Analisis Matematico.

Objetivo
Dominar las ideas del desarrollo conceptual del calculo:
e Funcion
e Limites
e Derivada
e Integral

Justificacion

Es necesario hacer una revision histérica sobre las causas que originaron el CALCULO,
para de esta forma buscar alternativas didacticas que ayuden a mejorar la ensefianza y su
aprendizaje. Se sabe, por diversas fuentes, de los altos indices de reprobacion que se generan

en la ensefianza del calculo, en el que regularmente culpamos al alumno de no tener los



conocimientos que la materia exige como prerrequisito para cursarla, pero cabe hacernos una
pregunta ¢ El estudiante, reprueba en célculo o en las materias que son prerrequisito?

La experiencia personal indica que el estandar de los estudiantes no tiene un aceptable
manejo en el algebra elemental, en la trigonometria y en la geometria analitica, motivo
precursor de los altos indices de desercion y reprobacion en los estudiantes. Por ejemplo si se

(x+3)

3 > dx, existe un alto porcentaje de que se
X +3X° —2x

le pide encontrar el valor de la integral _[

equivoque en el desarrollo de fracciones parciales y fracase en la solucion de la integral por
carecer de conocimiento de un tema de algebra. Asi pues, la historia del CALCULO no se debe
considerar simplemente como un conjunto de datos cronoldgicos, sino que se debe
considerarse como un conjunto de conocimientos que estan directamente ligados con la
solucion de problemas cotidianos como calcular una longitud, un area, un volumen, maximizar
las ganancias y minimizar los costos, encontrar la curva asociada al movimiento ideal de un

resorte, entre otros aplicaciones.

Contenidos

l. Antigliedad clasica

1.1 Inconmensurables

2.1 Eudoxo y el principio de exhaucién

3.1 Cuadraturas de Areas

4.1 Procesos heuristicos (Arquimedes)

Il. Periodo de transicion

2.1 Epoca medieval

2.1.1 Reflexiones sobre el continuo, infinito, variabilidad y cambio.
2.1.2 Meétodo de resolucion de series infinitas.

2.2 Andlisis infinitesimal.

2.3 Estudio sobre el continuo, indivisibles e infinitésimos (Cavalieri).
[l Inicios del calculo diferencial

3.1 Trazado de tangentes y la geometria analitica (Fermat y Descartes).
3.2 Teorema fundamental del calculo (Barrow).

3.3 Maximos y minimos (Fermat).

3.4 Estudio sobre series infinitas (Wallis).

V. Newton y Leibnitz

4.1 Newton

4.1.1 Teorema del binomio

4.1.2 Fluxiones, fluentes, momento, primeras y ultimas razones.



4.2
4.2
4.2
V.
5.1
5.2
5.3
5.4
VI.
6.1

LEIBNITZ y el triangulo armonico.

.1 El triangulo diferencial y las series infinitas

.2 Sobre las diferencias y los infinitésimos

Periodo de consolidacién
Los Bernoulli.
Serie de Taylor.
El calculo infinitesimal en el siglo XVIII.
Epoca de Euler.
Sobre el rigor del formalismo del calculo

Epoca de Cauchy.

Metodologia

La comunicacion entre el profesor y alumnos sera en los foros del curso Célculo y su

desarrollo conceptual (D) http://moodle.cucei.udg.mx/course/view.php?id=786.

La forma de trabajar los problemas sera individual. Para cada unidad (1 - 9) del problemario,
el alumno, conforme al nimero de lista, resolvera uno o dos de acuerdo al ejercicio. La
fecha limite para la entrega de los problemas por unidad es el lunes de cada semana.
Participacion. Se tomara en cuenta la entrega puntual de las tareas y la participacion en las

discusiones en aula y en el foro virtual.

Indicaciones para el Foro de discusidn

En el foro, el trabajo sera grupal y el eje principal ser& la discusion de los conceptos mas
importantes incluidos en cada una de las unidades del contenido del curso y la duracion del
foro de trabajo serd permanente durante todo el curso.

La participacion en los foros es obligatoria para todos los alumnos.

Las participaciones deben ser claras y concisas, es decir, deben entenderse las ideas sin
escribir una gran cantidad de texto innecesario, a fin de darle mayor fluidez y calidad a las
aportaciones.

Debe mantenerse el respeto en todo momento.

Ensayos

Para escribir los ensayos leer las lecturas, materiales de apoyo y buscar la informacion

en Internet. La extension de un ensayo debe ser entre 1,200 y 1,500 palabras.


http://moodle.cucei.udg.mx/course/view.php?id=786

Glosario

Se estima que debe incluir al menos cien definiciones de términos esenciales (con referencias), por

ejemplo los siguientes:
Antiderivada, cantidad inconmensurable, convergencia, criterios de convergencia,
cuadratura, derivada, diferencial, divergencia, fluente, fluxion, indivisibles, infinitésimos,
integral, ley de la palanca, centro de gravedad, lGnula, principio de exhaucion, proceso
heuristico, serie, sucesion, tangente a una curva, teorema del binomio de newton, teorema
del valor medio para derivadas, teorema del valor medio para integrales, teorema

fundamental del calculo, triangulo de pascal, triangulo diferencial ...

Evaluacion

Criterios de evaluacién

¢ Entrega de tareas puntualmente segun cronograma de actividades - 5 pts.
Participacion en discusiones puntualmente segun el horario - 5 pts.
Total — 10 pts.

Comentarios y opiniones - 5 pts.

Preguntas - 5 pts.

Respuestas a las preguntas - 5 pts.

Respuestas a los comentarios - 5 pts.

Total — 20 pts.

Argumentacion correcta y completa de cada paso en solucion - 7 pts.
Procedimiento de solucién correcto y completo - 7 pts.

Resultado final correcto - 3 pts.

Dibujos y gréficas, uso de editor de ecuaciones — 5 pts.
Comprobacion - 3 pts.

Total de puntos por un problema — 25 pts.

e Claridad, orden y coherencia de la exposicion - 5 pts.

Andlisis y sintesis de las ideas - 7 pts.

Comentarios personales - 7 pts.

Uso apropiado de dibujos - 3 pts.

Redaccion, sintaxis, ortografia — 3 pts.

Total — 25 pts.

Asistenciay
participacién

Discusiones

Problemario

Ensayos

Rubricas de evaluacion

1. Participacion 5 Foros de discusion 20
2. Puntualidad 5 Glosario 20
3. Problemario 25
Total 100 puntos
4. Ensayos 25




Cronograma de Actividades

Sesiones Tema Actividades
1 Introduccion al curso | Leer la Guia y aclarar las dudas sobre las actividades del curso.
Leer las Lecturas 1-8, Materiales de apoyo, Libro de Cantoral, R. y
5 Antecedentes y Farfan, R.M. Desarrollo conceptual del calculo (Capitulo 2). Escribir
antigiiedad clasica y subir el Ensayo 1 a la plataforma del curso con el codigo
CDCEL1_X, donde X es su numero en la lista.
3 Discusion 1. Leer y discutir los ensayos presentados por los estudiantes.
Antecedentes Resolver problemas del Problemario (unidades1-4) y subir su
4 . Y trabajo a la plataforma del curso con el codigo CDCP1_X, donde X
antigliedad clasica . :
es su numero en la lista.
5 Discusion 2. Rewsgr y discutir las soluciones de problemas presentados por los
estudiantes.
Leer las Lecturas 9-10, Materiales de apoyo, Libro de Cantoral, R. y
6 Antecedentes y Farfan, R.M. Desarrollo conceptual del calculo (Capitulo 3). Escribir
antigliedad clasica y subir el Ensayo 2 a la plataforma del curso con el cédigo
CDCE2_X, donde X es su numero en la lista.
7 Discusion 3. Leer y discutir los ensayos presentados por los estudiantes.
Periodo de Resolver problemas del Problemario (unidad 5) y subir su trabajo a
8 o la plataforma del curso con el codigo CDCP2_X, donde X es su
transicion . .
namero en la lista.
9 Discusion 4. Rews_ar y discutir las soluciones de problemas presentados por los
estudiantes.
Leer las Lecturas 11-12, Materiales de apoyo, Libro de Cantoral, R.
Periodo de y Farfan, R.M. Desarrollo conceptual del célculo (Capitulo 4).
10 . o ; -
transicion Escribir y subir el Ensayo 3 a la plataforma del curso con el codigo
CDCE3_X, donde X es su niumero en la lista.
11 Discusion 5. Leer y discutir los ensayos presentados por los estudiantes.
- . Resolver problemas del Problemario (unidad 6) y subir su trabajo a
Inicios del calculo P
12 . : la plataforma del curso con el codigo CDCP3_X, donde X es su
diferencial ., .
namero en la lista.
13 Discusion 6. Rews_ar y discutir las soluciones de problemas presentados por los
estudiantes.
Leer la Lectura 13, Materiales de apoyo, Libro de Cantoral, R. y
14 Inicios del calculo Farfan, R.M. Desarrollo conceptual del calculo (Capitulo 5). Escribir
diferencial y subir el Ensayo 4 a la plataforma del curso con el codigo
CDCE4 X, donde X es su numero en la lista.
15 Discusion 7. Leer y discutir los ensayos presentados por los estudiantes.
. Resolver problemas del Problemario (unidad 7) y subir su trabajo a
La época de Newton o
16 Leibniz la plataforma del curso con el codigo CDCP4_X, donde X es su
y ndmero en la lista.
17 Discusion 8. Rewsgr y discutir las soluciones de problemas presentadas por los
estudiantes.
Leer la Lecturas 14, Materiales de apoyo, Libro de Cantoral, R. y
18 La época de Newton | Farfan, R.M. Desarrollo conceptual del calculo (Capitulo 6). Escribir
y Leibniz y subir el Ensayo 5 a la plataforma del curso con el cédigo
CDCES5_ X, donde X es su niumero en la lista.
Periodo de Resolver problemas del Problemario (unidades 8-9) y subir su
19 consolidacion y trabajo a la plataforma del curso con el cédigo CDCP5_X, donde X
época de Cauchy es su nuamero en la lista.
20 Discusion 9. Revisar y discutir los ensayos y las soluciones de problemas

presentados por los estudiantes.




Lineamientos

» El curso esta programado para un trabajo (ensayos, solucion de problemas, glosario,

participacion en discusiones) de 100 horas, distribuidas en cinco semanas de veinte cinco

horas semanales.

» Para presentacion de los ensayos y solucién de problemas se utiliza Word con las

siguientes caracteristicas: orientacion vertical, margenes laterales, inferior y superior de 2.5

cm., interlineadol.5, tipo de letra Arial de 11 puntos.

» Para la bibliografia y citas bibliograficas usar APA.

» Los esquemas, cuadros y gréficas se realizaran en programas compatibles con Microsoft
Office (APA).

Problemario

1. Célculo de Areas y volimenes

1.1 Deducir las formulas para el area del triangulo, del trapecio y del paralelogramo.

2.1

3.1

4.1

5.1

6.1

7.1

8.1

9.1

10.1

Demostrar gue no existe ningun triangulo rectangulo isGsceles cuyos lados sean enteros
positivos.

Demuestre que el area de cualquier triangulo es proporcional al cuadrado de cualquiera
de sus lados.

Demuestre quesi p : q=r : s,entonces (p +r):(qQ +5S) =p:q.
Demuestre 1. para el caso de poligonos (Sugerencia: Triangule).

Demuestre que las areas de los poligonos regulares de 2" lados inscritos en la
circunferencia, van excediendo a la mitad de “lo restante”.

(a) En uno de los problemas del papiro de Rhin, el &rea del circulo esta calculado por
7 . . . L
5 de su diametro. Comparar este método con el area de la formula A=zr’ y obtener la

aproximacion egipciaz=3.16. (b) Estd muy buena aproximacion a 7 puede ser obtenida
como sigue: trisecar cada lado del cuadrado circunscrito entre un circulo de diametro d y
cortar sus cuatro esquinas y calcular el area de octagono resultante.

: - . . . 4
Dado un segmento unidad, contribuir a partir de él, otro segmento de longitud \/§+§

En un papiro antiguo se calcula el &rea del cuadrilatero, (poligono de cuatro lados)
multiplicando la mitad de la suma de dos lados opuestos por la mitad de la suma de los
otros dos lados. ¢ Se cumple para un paralelogramo y para un trapecio tales que no sean
un rectangulo?

i rc o
Demuestre que la suposicion A < > conduce a una contradiccion. A, C y r son

respectivamente el area, el perimetro y el radio del circulo.
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12.1

13.1

14.1

Los babilonios generalmente usaron 3r® para el area del circulo de radio r, que
corresponde a la pobre aproximacion de 3. Mostrar que esta aproximacion es obtenida
promediando las areas de los cuadrados inscritos y circunscritos.

Si x es una perpendicular de un semicirculo de didametro a + b, aplicar el teorema de
Pitdgoras para mostrar que x*=ab.

En qué sentido se entiende la frase “todo es nimero” en la filosofia de la escuela
pitagorica.

Un poligono regular es aquel que tiene lados iguales y &ngulos iguales. Definimos
semejanza para poligonos regulares de la misma forma que para rectangulos. Probar que
la razon de las areas de dos poligonos regulares semejantes (con lados conmensurables)
es proporcional a la razon de los cuadrados de sus lados respectivos. (Hint: Uniendo sus
vértices con su centro, algunos de los poligonos regulares puede ser segmentado en
tridngulos isdsceles congruentes.

2. Magnitudes Conmensurables

2.1

2.2

2.3

2.4

Aplicar una construccion igual a la usada en ON CONIODS AND ESPHEROIDS para
probar las férmulas para el volumen de un cono o una piramide.

Suponer que dos rectangulos son semejantes, es decir, que la razén de sus bases es
proporcional a la razén de las alturas. Si las bases y sus alturas son conmensurables,
probar que la razén de las areas es proporcional a la razén de los cuadrados de sus

bases. Partiendo por mitad, se obtiene el mismo resultado para triangulos semejantes

Indigue en qué sentido se establece la conexién entre magnitudes conmensurables y
numeros racionales, y equivalentemente, entre magnitudes inconmensurables y los
numeros irracionales.

Encuentre el error en el siguiente razonamiento: Sean AB y BC dos segmentos cuyas
: . ) . .
longitudes son respectivamente Ay Z/i, dispuestos como se muestra en la figura. Es

claro que AB y BC son conmensurables. Realizaremos, como en el caso del cuadrado, un
proceso que nos permita construir figuras semejantes tan pequefias como se quiera.

El punto P sobre BC es tal que AB = BP.

Tracemos el segmento QP paralelo a AB, claramente ACAB =ACQP

y como AB y BC son conmensurables y entonces P es conmensurable con ambos a la

vez. C
Q\P Eﬂ,
4

Sea « la longitud de QP, asi

4
5

Nl
N |*’
>

2 B

De lo anterior, concluimos que de continuar indefinidamente el proceso en forma analoga
al area del cuadrado, tendremos dos mitades conmensurables sin unidad de medida
comdan.



2.5

2.6

2.7

2.8

2.9

2.10

2.11

2.12

2.13

2.14
2.15

2.16

2.17

2.18

¢,Cudl cree Ud. que se descubri6 primero, la irracionalidad de x/§ o] de\/g’?
¢, Qué entiende por légica del descubrimiento y por l6gica de la demostracion?
¢ Qué entiende por proceso infinito y por situacion limite?

¢, Qué innovaciones, en relacién con sus predecesores introdujo Arquimedes?
¢ Son inconmensurable las diagonales de un hexagono regular?

A partir del principio de exhauscion aplicado al célculo del area del circulo por poligonos
inscritos, y que el volumen de un prisma es el producto de su altura por el area de la base,
demostrar por reduccion al absurdo, que el volumen de un cilindro es igual al producto de
la altura por el &rea de la base.

Concluir a partir del principio de Eudoxo que siM, ¢ y r < 2 son enteros positivos,

. . 1
entonces Mr" <¢ para N suficientemente grande. ¢ Es necesario que r < E?

Demostrar por exhauscion que las &reas de dos circulos son entre si, como las areas de
los cuadrados construidos sobre sus radios.

Demostrar que 109,,(2) es irracional.

Demostrar que si p es nimero primo, entonces /p es irracional.

Demuestre, con argumentos puramente geométricos, que la diagonal y el lado del
pentagono regular son magnitudes inconmensurables. Encuentre la razén que existe
entre la diagonal y el lado de un pentdgono regular. Exprésela sin aproximaciones
decimales. Enfatice la situacion en la que se presenta el proceso infinito y describa, en
ella, la situacion limite.

Encuentre tres valores distintos a la serie s=1-1+1-1+1-1+... Explique la causa por la que
esto sucede.

Hipocrates aplico sus resultados sobre el area del circulo a obtener la cuadratura de una
lGnula. Considerar un semicirculo inscrito y circunscrito en un triangulo rectangulo ABC.
Sea ADB un segmento circular sobre la base que es semejante al segmento circular sobre
los lados del triangulo rectdngulo. Use el hecho de que segmentos circulares semejantes
estan en areas como los cuadrados de sus bases (¢ Por qué?) y el teorema de Pitdgoras,
aplicando al rectangulo ABC para mostrar que el area de la linula ADBC entre los arcos
circulares es igual al area del triangulo ABC y a la mitad del area del cuadrado sobre AB.
Usando una construccion geométrica, probar que | volumen de un cono eliptico con altura

2 2
. X zabh . , .
hy base la elipse —2+y—2 =1 es V =———. Mostrar primero que el area a, de la seccion
a b 3
2
rab(h-2)
transversal en la altura z alrededor de la base es a, = —

Platon, en su Teeteto, afirma que Teodoro demostré la irracionalidad de \/§ Demostrarlo.



2.19

2.20

10

Si a, y A son respectivamente las areas de dos poligonos regulares de i lados inscrito y
circunscrito a una circunferencia. Demostrar las férmulas de recurrencia arquimediana:

2A,a
ayy :\/aNAN y Ay :ANAi—?
2N

Aristoteles conocia la ley de la palanca muchos afios antes de que naciera Arquimedes,
entonces ¢ Por qué se suele atribuir esta ley a Arquimedes?

3. Arquimedes y su aportacion al calculo

3.1
3.2
3.3

3.4

3.5

3.6
3.7
3.8

3.9

3.10

3.11
4. El
4.1
4.2
4.3

4.4

4.5

4.6

Enuncie el principio de Arquimedes.
Enuncie el Principio de exhaucion.

¢, Cuales fueron las contribuciones de Arquimedes a la invencion del Calculo Diferencial e
Integral?

Investigue y discuta la introduccion, los lemas y las dos primeras proposiciones de El
Método.

Investigue y discuta el capitulo VIII del libro de la Historia de las Matematicas del texto de
Boyer (1968).

¢A cudles magnitudes se refiere el principio de Arquimedes?
En el método de Arguimedes, ¢ afirma que une los cortes que hace? ¢ Por qué?

¢ Por qué considera Arquimedes que los resultados que presenta en El Método no se
toman como demostraciones?

Demuestre, utilizando Geometria Analitica, 10 siguientes resultados utilizados por
Arguimedes en la cuadratura de la parabola:

DB = BE
FK = KA
CA MO
A0 OP

¢, Qué entiende por légica del descubrimiento y por logica de la demostracion? Cite
ejemplos.

Investigar y discutir la carta de Arquimedes a Eratdstenes.

circulo y los procesos infinitos

¢, Qué puede concluirse de las paradojas de Zendn, por ejemplo la de la Dicotomia?
¢ Qué entiende por proceso infinito y por situacion limite?

Demuestre que el area de cualquier poligono inscrito en una circunferencia es
proporcional al cuadrado del diametro de esta.

Demuestre que las areas de los poligonos regulares de 2" lados inscritos en la
circunferencia van excediendo la mitad de “lo restante”.

.. C Df o
Demuestre que la hipdtesis — >—- conduce a una contradiccion
2 2

Investigar y discutir las proposiciones: Libro V: Definicién 4 y Libro X: Proposicion 1
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4.7 ¢Se puede afirmar que los griegos tenian ideas béasicas del Célculo? ¢ Por qué?

4.8 ¢En qué sentido se afirma que los griegos evaden el problema del infinito?

o 1 .
4.9 Demuestre que la suposicion A< 2 rC conduce a una contradiccién. Donde A, C y r son

respectivamente el area, el perimetro y el radio de un circulo.

4.10 Si L, denota la longitud de un lado de un poligono regular de N lados circunscrito en una

, , 2L 3 ,
circunferencia, demuestre que L,, =————— . Andlogamente, si L, denota el lado

2+4+ L2
de un poligono regular de N lados inscrito en una circunferencia, demuestre que

I
=——N8__ (c) Encuentre L.y I,.

|
" \2+44+ 1]

4.11 Encuentre L,y |l para un circulo de radio es uno. (r =1).
4.12 Con 2),3)y4)encuentre L,, L,,, L ;3" Log, I, Ly Lig Y 1gg -

4.13 Demuestre que 3% << 31

7

5. Los indivisibles de Cavalieri y los infinitesimales de Kepler
5.1 A partir de la formulas de Alhazen’s

(n+1)iik=iik+1+zn:(iikj )

(@) Sustituirk =1 en (1) y la férmula

1+2+3+...+n+...=n(n2+1) 2

para mostrar que:

3 2
1+2°+3 + 4 +...+n? +...:%+%+% (3)

(b)  Sustituir k=2, (1), (2) y (3) para demostrar que

4 nS n2

1+ 22+ 48+ 4+ = —+—
4 2 4
5.2 Cavalieri calcul6 el &rea bajo la curva y = x" para n=1, 2, 3, 4,..., 9. Investigar su método

y comprobar los resultados obtenidos por su método con respecto al método actual.

: > N : : . s
5.3 Demuestre que la serie converge Z? y pruebe a partir de la evidencia geométrica, que
n=1
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Enuncie el Principio de Cavalieri para superficies planas y para volimenes, y responda a
la siguiente pregunta.

Esta superficie no es plana

¢En la Figura anterior, el Principio de Cavalieri implica que las areas son iguales? Justifique.

a) Demuestre, utilizando el Principio de Cavalieri, que el volumen de la esfera de radio r es

V=£7rr3.
3

b) Exprese la diferencia central entre los indivisibles de Cavalieri y los infinitesimales de

5.5

5.6

5.7

5.8

5.9

5.10

5.11

5.12

5.13

5.14

Kepler.

¢En qué sentido, la manera de operar los nimeros de Stevin revolucioné la nocion de
namero heredada de la antigiiedad clasica?

Demuestre utilizando el principio de Cavalieri, que el volumen de la esfera de radio r es

V=£7rr3.
3

Exprese la diferencia entre los indivisibles de Cavalieri y los infinitesimales de Kepler.
Aplicar el método de Cavalieri al célculo para demostrar geométricamente el equivalente

a 6
de: Ixsdx:a—.
0 6

¢En qué sentido, la manera de operar los nimeros de Stevin revolucioné la nocién de
numero heredada de la antigiiedad?

¢Por quién y en qué obra son empleadas por primera vez letras en lugar de nUmeros?
¢ Es siempre pertinente esta utilizacion?

Describir las contribuciones al calculo de Bradwardine.

¢ Cudles fueron las contribuciones mas relevantes de Oresme?

Reescribir la férmula de Merton en la forma s =V, +Eat2 . ¢ Qué significa el niumero a 'y

porqué es una constante (independiente de t)?

Considerar el caso de movimiento uniformemente acelerado con v, =0 y observar que
el trapecio se reduce a un triangulo. Subdividir la base en n subintervalos de igual tiempo
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y denotar por s, S,, S;, S,, - .., S, la distancia recorrida durante esos intervalos sucesivos.
Mostrar que esos son proporcionales a los nimeros impares, es decir,
S S, S5 S, S

n

1 3 5 7 “"2n-1

2 n
5.15 Aplicar3+3(1—£j+i(1—£j +...3(1—1j =a para mostrar que
k Kk k) k k k k

E+2 i +3 i +...+N i :ﬂ. Hint: Tomar de un movimiento con velocidad 1
4 16 64 4" 3

durante el primer % de una unidad de intervalo de tiempo, con velocidad 2 durante
3/16,...,

6. El célculo antes de Newton y Leibniz (Fermat, Descartes, Barrow, Wallis)

6.1 Utilizando el método de Fermat, construya la tangente (i.e. su ecuacion) a la curva y
2

y =x® en el punto (1.1). Nota: Recuerde que (1+ p)n :1+(mj p+(mj(m_nJ P2 +..+
n

n 2n

6.2 ¢Qué distingue a las siguientes afirmaciones?
a. ¢=0

b. £€=0

c. -0

d. £ es un infinitésimo

6.3 Consultar y discutir en la coleccion Sigma Vol. 4, las dos cartas de Newton a Oldenberg
de 1676.

. . . o . 1
6.4 Con el método operacional de Newton exprese en series las siguientes expresiones oy
+ X

a
1+x°, — y Ja*+x°
b+ x

6.5 Si en el gjercicio 4, se invierte el orden en el que aparece el divisor o el radicando ¢ qué
resultado se obtiene? ¢ El desarrollo en serie coincide? Justifique su respuesta.

6.6 Si f(x)= Zaixi es un polinomio, verificar que f(x+e)-f(x) es divisible por e.

: . X .
6.7  Aplicar el método de Fermat para mostrar que la subtangente a y = x* ess= =, asi la
n

pendiente de la linea tangente es nx"".

6.8 Aplicar el método de Fermat para encontrar la tangente a:

(@) lacurva x*=5y en el punto (1, 1/5).



(b)

6.9

6.10

6.11
6.12

6.13
6.14

6.15

6.16

6.17

6.18

6.19

6.20

2

la curva y:xg en el punto (1,1). Nota: Recuerde que:

(1+ p)% :1+(%j p+[m

5s

jnp2+...+

Aplicar el método de Descartes para encontrar la tangente a la curva de la ecuacién

y>=9x en (4, 6).

3

14

. > . . 3
Si y =x2, aplicar el método de Descartes para mostrar que la subnormal es v-x==x’y

1

la pendiente de la linea tangente es EXE.

¢ Difieren los métodos de Fermat y Descartes para calcular las tangentes?

Usar el método de maximos y minimos de Fermat para calcularlos en la curva

y=(x+3) (x*+3x-4)

Utilizar el descenso infinito para demostrar que \/5 y \/5 no son racionales.

¢, Cudl fue el papel de Saint-Vicent en el campo del andlisis infinitesimal?

1
Utilizar el método de Wallis para demostrar que stdx = %

Verificar la formula de Wallis _[(x —x? )n dx =

(n

(2n+1)!

0

2
) ,h=1,2, 3.

Utilizar los cuatro términos de la serie de Gregory para calcular aproximadamente

arctg(2).

Determinar la subtangente a la curva y=x*+2x en el punto (1, 3) mediante el método de

Barrow.

Aplicar el método de Barrow a la curva y = x* para obtener la pendiente

linea tangente.

Del triangulo de Pascal y de b, ,

para desarrollar (1+x)°.

=b

b

~ Ypg-17p-1q

adicionar una fila y una columna a la tabla

INTMPNTNI PR

AOIFPIW

EYFNTENFN

DWIN|F|F-

AIWIN|FL O[T

N =)

a ~
—=nx""de su
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: . 1 n-1
6.21 Aplicar la férmula recursiva J-sen”(x)dx =Zsen"*(x) cos(x) +—Isen”‘2(x)dx para
n n

% : %
encontrar 1, = [ sen”(ax="222 202y fseninax =222 2
0 0

2247 2n 357 2n+1

7. Laépocade Newton y Leibniz

7.1 Describa lo que Newton conceptualiza como: las fluentes, las fluxiones, los momentos y
las primeras y ultimas razones.

7.2 Derivar la funcién y=x* por el método de las primera y Ultimas razones.

7.3 Efectuar la diferenciacion de x*+3x*-5xy+y*=0 por método de fluxiones.

7.4 Explicar como llega Newton a definir la nocion de Diferencial.

7.5 ¢Qué papel juega el tiempo en el trabajo de Newton?

. 1 .
7.6 Unavez sabiendo que F ~— y F ~a (F=ma), demuestre que la fuerza de atraccion
r

Mm

entre dos cuerpos (de masa My m) esta dada por la expresion F =G —-—.
r

7.7 Comparar la forma newtoniana del teorema del binomio con la forma actual y demostrar
gque son equivalentes.

7.8 Integrar la funcion y = b por el método de series de Newton.

7.9 Encuentre el momento de;
A

B

. i Sugerencia: Utilice A" i:1.
A" A"

7.10 ¢ Cual fue el papel de Pascal en la evolucidén de analisis de Leibniz?
7.11 ¢Como concebia Leibniz su célebre caracteristica universal? Explicar esta concepcion.

7.12 ¢Qué son para Leibniz una diferencia finita y una diferencia infinitamente pequefia?
N : 4
7.13 Demuestre a la Leibniz”, que el volumen de la esfera de radio r es V:§7zr .

7.14 Explique el sentido en el que Leibniz establece la analogia entre suma-resta e integral-
diferencial.
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f(x+adx)-f(x)

7.15 Si f'(x) :d—, encuentre una férmula para f"(x) y f""(x) en términos sélo de f.
X
. o esen(x
7.16 Calcule, como lo hace L'Hospital, el limite I|rr01 (x) .
X—> X

8. La época de Euler
8.1 Respecto al problema de la Braquistocrona:
i) Revise la solucién dada por Bernoulli.
ii) Compruebe que la solucion no puede ser la recta que une los puntos Ay B.

8.2 El Caélculo de Euler es esencialmente algebraico, razon por la cual se justifica su esfuerzo
de dar una representacion analitica a todas las funciones con las que trabaja. Incluso da
una serie para representar log(x), funcién que usualmente se define como el area bajo la

hipérbola equilatera y =—. Demuestre lo siguiente, siguiendo los razonamientos de Euler:
X

2 3
i. aX:1+kx+&+&+...+
21 3!

. l y2 y3 y4
. lo 1+ =— —_t ...
i g.1+Y) k[y >t 32

‘ x> x X"
iii. e =1+ X+—+—+...+—+...
21 3! n!
2 4 6 2n
v.  cos()=1-~+X X . Lo
21 41 6l (2n)!

+...

Ar? T
a la que llamaremos “conjetura E” y con la que trabajamos en lo que sigue, confrontando
sus consecuencias con resultados conocidos. Para aclarar términos, entenderemos por
“predecir desde E” como derivar consecuencias bajo el supuesto de que E es Vvalida;
“verificar” significara derivar sin esa suposicion; ademas un resultado “concuerda con E” si
podemos concluir la validez de E, suponiendo que la afirmacién es correcta.

2 2 2
, . X X X _
8.3 Consideremos la ecuacion sen(x) = x(l——zJ [1 j(l—g—zj COmo una conjetura,
T

i) Sabemos que sen(-x)=-sen(x)

ii) Predecir desde E y verificar el valor del producto infinito (1—%j(l—ij[l—ij...,

9 16
2 _ 2 2

para ello justifique la igualdad z (sen(x) Sen(”)j: 1- X = || 1- X = ...
X(x+7) X—7 4 97

: . . sen(x)—sen(r , e
Luego calcule lim utilizando que lim (x) ( ):Sen () . Para la verificacion

X—>r X—>7 X — T

observe que 1—%: (n=1(n+1) :(n—lj(mrl)
n

nn n n
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X X , . .
iy Sabemos que sen(x) = 2sen (E] cos(zj. ¢ Esta afirmacion esta de acuerdo con E?

Una objecion y una primera aproximacion. No hay razén para admitir a priori que sen(x)

puede descomponerse en factores lineales correspondiente a las raices de la ecuacién
sen(x) = 0. Sin embargo, aun admitiendo esto, habria una objecién: Euler no demostré

que 7, —x, 27, —27x,..., sean todas las raices de esta ecuacion. De la curva y = sen(x)

podemos observar que no hay otras raices reales, pero Euler no excluyé la existencia de
raices complejas. Esta objecion la hizo Daniel Bernoulli. Euler contesté considerando que

sen(x) :i =limP,(x) donde P, (X)= lKl—KJ—(l—KH es un polinomio de
i n—>e [ n n
grado n, con n impar.
i

n n

8.4 Demostrar que Pn(x):l{(l—zj—(l—zﬂ no tiene raices complejas.

9. Célculo en el siglo XVIII

9.1 Sobre la cuerda vibrante.

9.2

9.3

9.4

9.5

9.6

9.7

9.8

Revise la solucién y demuestre que las soluciones dadas por los participantes en la
controversia son equivalentes.

Asi que la discusion generada por este problema NO se debe a las diferentes
expresiones que se dan por solucion. ¢En donde cree usted que radica el
desacuerdo entre los participantes involucrados en la discusion?

¢, Como interpretaban los partidarios de la doctrina de los indivisibles en el siglo X1V, el
problema de las magnitudes continuas divisibles en un nimero infinito de elementos?

¢En qué sentido se dice que la definicién de continuidad de Arborgast es un regreso a la
geometria?

Describir el método de algebraico de Lagrange para hacer mas riguroso el calculo
infinitesimal. ¢ Cuales son sus ventajas y sus inconvenientes?

Calcule la derivada de y=x" utilizando la propuesta de Lagrange. ¢, Qué perspectivas
encuentra a este calculo algebraico en la ensefianza?

. I dx
Demostrar que la integral se reduce a una de las formas de

0 \/(1—x)2 (1-Kk*x?)

Legendre mediante el cambio x=sen(t)

Precisar las ideas de Carnot sobre la metafisica del Calculo.

Sé dice que Cauchy fue el primero en emprender seriamente la aritmetizacion del analisis.
Comentarlo con un ejemplo.
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9.9 Comparar los trabajos de Cauchy y de Bolzano con respecto al rigor del analisis.
9.10 Tras los intentos de Cauchy y de Bolzano para introducir el rigor en el analisis, ¢Qué
gquedaba por hacer? Establezca los aspectos fundamentales del calculo en el siglo XVIII.

Para ello responda ampliamente las siguientes respuestas:

I ¢, Cudl es el objeto de estudio del calculo de Euler? y ¢ Cual es su definicion de dicho
objeto?

ii. ¢ Qué tratamiento se da al continuo real?
iil. ¢, Como se establece el concepto de integral?

iv. ¢, Qué papel desempefian los argumentos fisicos en el estilo de demostracién de la
época?

V. ¢La analogia y la induccion son procesos fundamentales en el que hacer matematico
del siglo XVIII? Argumente.

Vi. ¢, Qué papel juega el algebra?
Vil. ¢,Cual es el tratamiento de la convergencia?
viii. De ejemplos do funciones “continuas” y “discontinuas” en el sentido de Euler?, ¢ Esta

caracterizacion puede sostenerse teéricamente?

iX. ¢ Es cierto que las funciones “continuas” de Euler son nuestros diferenciables?
Muestre o dé un contraejemplo.

X. ¢Agregaria otras preguntas, cuales? y su respuesta.

Xi. Trate de sintetizar todo lo anterior y escriba en una cuartilla sus conclusiones
respecto a este periodo.

Xil. ¢En qué sentido se dice que la definicidn de continuidad de Arborgast es un regreso
a la geometria?

Xiil. Calcule la derivada de y = x" utilizando la propuesta de Lagrange ¢Qué perspectivas
encuentra a este calculo algebraico en la ensefianza?

Xiv. Comente el material que se utilizé para este periodo.
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