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1. Introduccion

El curso de Algebra Superior integra por dos grandes areas de la matematica, a saber:
a) Teoria de ecuaciones algebraicas.
b) Sucesiones y series.

La primera parte del curso, La teoria de ecuaciones algebraicas, se conforma de cuatro unidades
en las que se estudian los temas correspondientes a polinomios y sus raices. La primera de ellas
incluye un breve repaso de los nimeros complejos, ya que los procesos de factorizacion de
polinomios y el calculo de raices de polinomios requieren de un manejo adecuado de esta clase
de numeros. Particularmente se hace énfasis en el célculo de las n raices complejas de

polinomios de la forma p(x)= x" +a, con n entero positivo y a un nimero real.

En la segunda unidad se enuncia y se justifica el Teorema Fundamental del Algebra, que
aunado a las formulas de Vieta, son la piedra angular para la determinacion de las raices enteras
y racionales de un polinomio. Dado que muchos de los calculos son muy repetitivos, se utiliza
el software Geogebra para graficar y evaluar polinomios. Asi mismo, en la unidad tres, que
trata sobre la acotacion de raices de polinomios, se utiliza Geogebra con el fin de simplificar
los célculos. También se utiliza el programa multimedia denominado POLMULTI como apoyo
didactico para el alumno a lo largo de estas tres unidades.

Geogebra es un software educativo libre que ha tenido un gran impacto a nivel internacional
como herramienta para el aprendizaje de conceptos matematicos; éste permite integrar
contenidos matematicos de diferentes areas como la geometria, el algebra, la geometria
analitica, el calculo o la estadistica en un ambiente dindmico a interactivo. Ademas, incluye un
lenguaje de programacion de alto nivel con una semantica y una sintaxis particulares, que
ofrecen posibilidades de entrada grafica, simbdlica y numérica. Algunas de las caracteristicas
mas sobresalientes de este software son:

— Es gratuito y de cédigo abierto GNU GPL (General Public License)

— Usa la multiplataforma de Java, lo que posibilita su portabilidad a sistemas de Windows,
Linux o MacOS X.

— Las actividades realizadas son facilmente exportables a paginas web.

— Es una combinacion de un CAS (Sistema de Céalculo Simbélico) y un DGS (Sistema de
Geometria dindmica) ya que combina y muestra simultdneamente las representaciones
graficas y simbdlicas, permitiendo la interaccion dinamica en ambas.

En la unidad cuatro se desarrollan métodos numéricos para determinar aproximaciones a las
raices racionales e irracionales de un polinomio.

La segunda parte del curso, Sucesiones y series, incluye temas de algebra que son
fundamentales para la solucion de problemas de las diferentes areas de la matemética como lo
son la probabilidad y estadistica, las ecuaciones diferenciales o del célculo diferencial e
integral. Por lo que su estudio es considerado como una herramienta necesaria para avanzar en
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el desarrollo de las ideas y conceptos del algebra.

2. Antecedentes
2.1. El Algebra

La teoria de ecuaciones algebraicas tiene su origen en civilizaciones antiguas como lo son la
babilonia y la egipcia. Segun papiros y tablas, en estas civilizaciones se resolvian problemas
que involucraban ecuaciones algebraicas de primero, segundo Yy tercer grado con soluciones
positivas enteras y racionales, ya que la inclusion del cero, de los nimeros negativos y los
nameros irracionales fue muy posterior al desarrollo matematico en estas culturas. Ejemplos
de dichos problemas se muestran en las figuras 1y 2.
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Figura 2. Papiro de Moscu. Papiro egipcio aproximadamente del afio 1890 AC

En la figura 1, a la izquierda, se muestra la Tabla Yale, en la que se observa ciertas marcas,
como la de un cuadrado y sus diagonales. En el lado superior izquierdo del cuadrado aparece
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una marca que corresponde al nimero 30; asi mismo sobre y por debajo de la diagonal
horizontal, se han tallado los nimeros que corresponden a los mostrados en la representacion
de la derecha.

En la cultura griega antigua (1100-1466 AC) se plantearon diversas soluciones a problemas
mediante el proceso geométrico conocido como regla y compas. Tanto la propia nocién de
namero (nUmero natural) como la restriccion en el uso de herramientas matematicas, propicio
una restriccion en el tipo de problemas mateméticos que podrian haber sido considerados.
Particularmente, la solucion de ecuaciones quedd restringida a un conjunto muy particular de
expresiones algebraicas: aquellas que podrian representarse y manipularse geomeétricamente
con regla y compas. Si bien habia alternativas de solucion para problemas que involucran
nameros no son construibles con regla y compas, éstas no eran consideradas como soluciones
matematicas. Como ejemplo tenemos el caso de los clasicos tres problemas griegos: la
duplicacion del cubo que origina una ecuacion de tercer grado cuya solucién involucra al

nimero irracional %/2 ; la cuadratura del circulo de la que resulta el namero irracional 7; v, la
triseccion del angulo, en cuya solucion se involucra un namero irracional no construible con
regla y compas.

Diofanto, hacia el siglo 111, trata con algunas ecuaciones que contienen més de una incognita y
obtienen soluciones racionales para ellas. Particularmente es importante su trabajo relacionado
con las soluciones de la ecuacion x*+y?=16. Los hinddes dieron solucién a ciertas
ecuaciones de primer y segundo grado. El planteamiento del problema se realizaba en forma
retérica y la solucion se daba ya sea en forma retorica o en forma geométrica. Alrededor del
siglo 1X, el matematico arabe Al-Juarizmi usa el vocablo “Algebra” como parte del titulo de
su obra méas importante: “Libro conciso de célculo de al-jabr y al-mugdbala”, iniciando con
él la conceptualizacion y estructuracion del algebra, aunque no su simbolizacion.

Un ejemplo del algebra retdrica es el siguiente:

Lenguaje retorico Lenguaje algebraico actual
"el cuadrado mas un nimero es igual x2+a=x
ala cosa"

En el renacimiento se resuelven ecuaciones de tercer y cuarto grado de cierto tipo. G. Cardano
(1501 - 1576) y N. Fontana (1500 — 1557) se ven involucrados en una seria polémica sobre

quién es el inventor de la solucion de la ecuacion de tercer grado x* + p x = q. Por su parte,

S. del Ferro (1465-1526) encuentra condiciones bajo las que algunas ecuaciones de cuarto
grado pueden ser resueltas.

El lenguaje algebraico pasa de ser retdrico a lenguaje sincopado, una combinacion de lenguaje
retérico y simbolos, para posteriormente llegar hasta como lo conocemos en nuestros dias, es
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decir, simbdlico. Se le atribuye a Descartes (1596 -1650) la creacion de una simbologia
algebraica semejante a la actual; sin embargo, el lenguaje simbdlico es una construccion en la
que intervienen muchos matematicos de gran prestigio como: L. Fibonacci (1170 -1250), L.
Pacioli (1445-1517), S. de Ferro (1465-1526), N. Fontana (1500 -1557), G. Cardano (1501-
1756), L. Ferrari (1522-1565), R. Bombelli (1530 -1572), F. Vieta (1540-1603) entre muchos
otros. Es con Bombelli cuando aparecen por primera vez los nimeros imaginarios.

En los siglos XVII y XVIII los resultados en el campo de las matematicas se dan
continuamente, entre ellos surge el area considerada como un puente sélido entre el algebra y
la geometria: la geometria analitica. Es con R. Descartes y P. Fermat (1601-1665) con quienes
inicia y en la que el uso del algebra es cotidiano, ya sea en la manipulacién algebraica o en la
solucion de ecuaciones.

Posterior al renacimiento, el objetivo del algebra fue tratar de encontrar férmulas generales
para la solucion de ecuaciones de grado superior. Un matematico sobresaliente en este aspecto
fue J. L. Lagrange (1736-1813) quien determina la relacion funcional existente entre las raices
de un polinomio y sus coeficientes. Vieta lo habia realizado antes, pero no evidencid la relacion
funcional como lo hizo Lagrange. En el transcurso del tiempo, la matematica requirié de
demostraciones formales que validaran los diversos planteamientos. El algebra no fue la
excepcidn, siendo una de las primeras formalizaciones la demostracion de la existencia de la
raiz de una ecuacion. Matematicos como Newton (1646-1727), Leibnitz (1646-1716), Euler
(1707-1783), D'Alambert (1717-1783), por mencionar solo algunos, contribuyeron al
desarrollo de la matematica y en particular del algebra.

En el siglo XIX, através de la VVariable Compleja, C. Gauss (1777-1855) demuestra el Teorema
Fundamental del Algebra, pero atn continuaba la bisqueda por determinar la solucion general
de la ecuacién polinomial de grado n. En 1827 el matemético noruego N. Abel (1802-1829)
demostrd la imposibilidad de hallar una solucién de la ecuacién de grado mayor que cuatro por
el método de radicales. Algo que no se debe dejar de lado es que E. Galois (1811-1832) a la
edad de 20 afios, formulé un criterio universal para resolver por el método de radicales, una
ecuacion polinomial de grado n. A partir de los planteamientos de Lagrange, Abel y Galois, al
tratar de resolver una ecuacion de grado superior a cuatro, se crea una nueva rama de la
matematica llamada Algebra Moderna.

2.2. Lassucesionesy series

Al igual que los conceptos algebraicos, ya en las culturas europeas antiguas como la egipcia o
la hindu surgen las ideas relacionadas con sucesiones o progresiones aritméticas y geométricas
finitas e infinitas, expresadas en contextos no simbalicos.

Un ejemplo de una sucesion no simbolizada aparece en el Mandala Il del Kg Veda, en el himno
18 (2000-1750 AC):

Indra, ven hacia aqui con dos corceles castafios,
Ven con cuatro, con seis cuando se te invoca.



Ven tu con ocho, con diez, para beber el Soma.
He aqui el jugo, valiente guerrero, no lo desdefies
iOh Indra!, ven td aqui habiendo enganchado a tu carro
veinte, treinta, cuarenta caballos.
Ven tu con cincuenta corceles bien adiestrados, Indra,
sesenta o setenta, para beber el Soma. (De Moray Ludwika, 2003, p. 28).

Otro ejemplo proviene del papiro egipcio denominado Papiro Rhind (1650 AC), en el cual los
seis primeros problemas se refieren al reparto de 1, 2, 6, 7, 8 y 9 hogazas de pan a diez hombres.

Posteriormente, en la época de la Grecia antigua, son famosas las paradojas propuestas por el
filosofo Zenon de Elea (490 — 425 AC) quien, con base en el uso de sucesiones infinitas,
construye una serie de escenas basadas en el movimiento y en el andlisis del continuo, que
contradicen las ideas atomistas de las escuelas matematicas griegas, particularmente de la
escuela de los pitagoricos. Una de ellas es la denominada paradoja de Aquiles y la tortuga, que
se basa en la serie infinita:

Un paso mas en el estudio de las sucesiones y series se debe a Arquimedes (287 AC - 212 BC).
El plantea la primera serie infinita, como resultado del trabajo de exhausion para la cuadratura
de un sector parabdlico (Edwards, 1979), llegando a establecer el resultado:

1 1 1 1 4

i+72+73+...+7n+...= _

4 4° 4 4 3

Posteriormente, L. Fibonacci en 1202, escribe su Liber abaci en la que incluye una sucesion
gue hoy es conocida como la sucesién de Fibonacci:

1,1,2,3,5,8,13, ...

1+

N. Oresme, en 1360 (Kline, 1972), muestra la divergencia de la serie infinita:

1+£+—+£+~--

Estos son algunos ejemplos del origen de las series y sucesiones, tema que al paso del tiempo
se ha fortalecido como una de las areas de mas interés en la matematica. El concepto de
convergencia ha jugado un papel central en el estudio de las series, en el que su problema
principal consiste en determinar si una serie infinita converge, asi como determinar a qué valor
lo hace. Los criterios de convergencia son una poderosa herramienta para poder afirmar si una
serie es convergente, 0 en caso contrario, divergente.

La generalizacion de las series infinitas hacia las series de funciones, ha sido una alternativa
para encontrar las soluciones a ciertos problemas de integracion y de ecuaciones diferenciales.
Por ejemplo, un camino para calcular el valor de la integral que define a la Distribucién Normal
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es el desarrollo en serie de la funcidn exponencial en el integrando.

3.

Requisitos

Los conocimientos previos requeridos para acceder al material del presente curso estan
contenidos en el curso de Calculo diferencial e integral.

4.

Objetivos

Conceptualizar el Teorema Fundamental del Algebra.

Determinar las raices enteras, racionales, irracionales y complejas de un polinomio.
Aplicar los diferentes métodos para acotar las raices de un polinomio.

Aproximar las raices irracionales mediante algiin método numérico apoyandose con
software de matematicas.

Comprender el concepto de convergencia.

Aplicar los criterios de convergencia.

Determinar las series de Taylor para funciones.

Aplicar las series de funciones a la solucion de problemas.

Metas

Resolver ecuaciones polinémicas de grado n

Acotar las raices de polinomios

Aplicar a las series los diversos criterios de convergencia

Desarrollar una funcion en serie de Taylor

Resolver problemas matematicos y en otros contextos a través del uso de series y
sucesiones

Programa sintético

NoabkowhE

Numeros complejos

Raices de polinomios

Acotacion y separacion de raices de polinomios
Aproximacion numérica de raices

Sucesiones

Series

Series de potencias



7. Estructura

Numeros Raices de Sucesiones
complejos polinomios

| |

l l Series

Aproximacion Acotacion y
numeérica separacion de raices
Series de
potencias

8. Contenidos desglosados

1.

NUmeros complejos

1.
2.
3.
4.

Definicion y propiedades.
Representaciones.

Forma polar e Identidad de Euler.
Potencias y raices.

Raices de polinomios

1.
2.
3.

4.

Teorema Fundamental del Algebra

Relaciones de Vieta para las raices y los coeficientes de un polinomio
Raices enteras y racionales

a) Division sintética

b) Raices multiples

Transformacién de un polinomio

Acotacidn y separacion de raices de polinomios

1.

2.

3.

Cotas de raices de polinomios:
a) Modulo de las raices

b) Meétodo de radicales

c) Método de Newton

Regla de los signos de Descartes
Teorema de Budan-Fourier

AprOX|maC|0n numeérica de raices

CURWNPOIE®NE

Método de Biseccion.

Teorema de Rolle

Método de aproximaciones sucesivas
Método de la secante

Método de Newton

ucesiones

Sucesiones finitas e infinitas
Definicién

Operaciones con sucesiones
Sucesiones monotonas y acotadas
Limite de una sucesion

Teoremas importantes sobre limites

Serles



©

1. Definicion y propiedades
2. Criterios de convergencia para series de términos positivos
3. Criterios para series de términos positivos y negativos
7. Series de potencias
1. Definicion
2. Radio de convergencia
3. Serie de Taylor
4. Aplicaciones

Metodologia

A continuacion se describe la organizacion del curso de Algebra Superior:

La comunicacion entre el profesor y alumnos serd en el aula, mediante el uso de la
plataforma Moodle, via skype, correo electronico, teléfono o cualquier otro medio que
permita el intercambio de informacion entre alumno-profesor, alumno-alumno.

La forma de trabajo sera individual y colaborativa, dependiendo de las actividades
planteadas por el profesor. La fecha limite para la entrega del trabajo solicitado sera el
lunes siguiente a la terminacion del tema.

La resolucion a los cuestionarios serd individual; éstos estaran disponibles en la plataforma
conforme se desarrolle el curso.

Las tareas seran proporcionadas por el profesor y deberan ser remitidas en la fecha
acordada previamente.

La participacién en los foros de la plataforma Moddle es obligatoria y por cada cuestion
que surja de cada uno de ellos, se deberé participar al menos en dos ocasiones. La finalidad
de la participacion de los alumnos de la modalidad presencial en los foros electronicos es
interaccionar con sus pares de la modalidad a distancia.

Todo alumno puede entregar problemas extras, los que se contabilizaran como una
calificacion adicional.

Se tomaréa en cuenta la participacion del estudiante en funcién de la comunicacion con el
profesor para aclarar dudas y cuestionar acerca de algin tema en particular. Este apartado
sera cuantificado en funcion de los siguientes indicadores:

a)  Mensajes via internet al asesor (e-mail).
rpantoja@prodigy.net.mx
lourdes.querrero@gmail.com

b)  Comentarios a todo el grupo via foros.
c)  Trabajo en sesién presencial (Presencial)

d)  Comunicacion via Skype


mailto:rpantoja@ccip.udg.mx
mailto:lourdes.guerrero@gmail.com

e)  Trabajo en equipo. (Solucién de los problemas propuestos por el asesor,
resimenes de materiales de lectura)

f)  Utilizacion de medios de comunicacion alternativos (Teléfono, paqueteria, redes
sociales, en caso necesario)

— Puntualidad. Se considera la entrega de actividades del curso en tiempo y forma. Se
penalizara con el 30 % de la calificacion si no se cumple con el cronograma.

— Examen diagndstico. Se aplicara en el aula a los alumnos en la modalidad presencial v,
para los alumnos a distancia, se ubicara en la pagina plataforma moddle. Se dispondra de
1 hora y 30 minutos para contestarlo. Loa alumnos a distancia tendran media hora
adicional para ubicarlo en la plataforma digital.

—  Primer examen parcial.

| Unidades I, 11, III, IV | 50ct. 2018 | Presencial y a distancia|
— Segundo Examen Parcial. Examen que se aplicaré al final del curso.
Unidades V, V1 y VII 19 Oct. 2018 Presencial y a
distancia

10. Evaluacién

Actividad Fecha Puntuacion
Problemas Al término de cada unidad 30 Puntos
Cuestionarios Al término de cada unidad 10 Puntos
Glosario Conforme el desarrollo del curso 10 Puntos
Participacion Conforme el desarrollo del curso 10 Puntos
Puntualidad Conforme el desarrollo del curso 10 Puntos
Examen parcial 5 Oct. 2018 15 Puntos
Examen final 19 Oct. 2018 30 Puntos
Puntuacion minima para acreditar 70 Puntos

11. Cronograma del curso

Fecha
I | Nameros Complejos 17 y 18 Sep. Actividades
1. | Definicion y propiedades. 17 Oct. |- Leer el Capitulo I1l: NUmeros
Representaciones complejos del texto Teoria de
2. | Forma polar e Identidad de 17 Sep. polinomios con soporte en el MathCad
Euler de Pantoja, R., Ulloa, R. y Nesterova,
3. | Operaciones con complejos 17 Sep. D. (2007). Universidad de
4.|Raices 18 Sep. Guadalajara.
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Entrega de los cuestionarios 24 Sep |- Resolver el grupo de problemas |
ly?2. correspondientes a su equipo de
trabajo
Il | Raices de polinomios 19y 20 Sep. Actividades
1.| Teorema Fundamental del 19 Sep. |- Leer los capitulos VI: Raices racionales
Algebra y VIII: Polinomios de segundo, tercer y
2. | Relaciones de Vieta para 19 Sep. cuarto grado del texto Teoria de
las raices y los coeficientes polinomios con soporte en el MathCad
de un polinomio de Pantoja, R., Ulloa, R. y Nesterova,
3. | Raices enteras y racionales. 19 Sep. D. (2007). Universidad de
a) Division sintética Guadalajara.
b) Raices multiples. — Resolver el grupo de problemas 11
4. | Transformacién de un 20 sep. correspondientes a su equipo
polinomio
Entrega de los cuestionarios 1 Oct.
3y4
I11 | Acotacion y separacion de 24 Sep. Actividades
raices
1. | Regla de los signos de 25 sep. — Leer los capitulos IV: Cotas para las
Descartes raices de polinomios y V: Separacion
2. | Cotas de raices de 25 Sep. de las raices de polinomios del texto
polinomios: Teoria de polinomios con soporte en el
a) Modulo de las raices. MathCad de Pantoja, R., Ulloa, R. y
b) Método de radicales. Nesterova, D. (2007). Universidad de
c) Meétodo de Newton. Guadalajara.
Entrega del cuestionario 5 8 Oct. — Explorar el software Geogebra
— Resolver el grupo de problemas 111
correspondientes a su equipo
IV | Aproximacion numérica |1y 2 de Oct. Actividades
de raices
1. | Método de Biseccion. 1 Oct. — Leer el capitulo VII: Raices irracionales
Teorema de Rolle del texto Teoria de polinomios con
2. | Método de aproximaciones 1 Oct. soporte en el MathCad de Pantoja, R.,
Sucesivas Ulloa, R. y Nesterova, D. (2007).
3. | Método de la secante 2 de Oct. Universidad de Guadalajara.
4.| Método de Newton 2 de Oct. |- Exploracion de raices con Geogebra

— Resolver el grupo de problemas IV
correspondientes a su equipo.
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V | Sucesiones 3al 9 oct. Actividades
1. | Sucesiones finitas e infinitas| 3 deoct |-
2. | Definicion 4deoct. |- Leer las paginas 1-66 del texto de
3. | Operaciones con sucesiones Rivera, A. (1993), Lecturas sobre
4. | Sucesiones monotonas y sucesiones y Series Infinitas,
acotadas Departamento de Matematica
5.| Examen 5 de oct. Educativa, CINVESTAV-IPN.
6. | Limite de una sucesion 8 deoct. |— Resolver el grupo de problemas V
7.| Teoremas importantes sobre | 9 de oct. correspondientes a su equipo
limites
Entrega de los cuestionarios 15 Oct.
6y7
VI | Series 10al 12 de Actividades
oct.
1. | Definicion y propiedades 10,11y 12 |- Leer las paginas 66-129 del texto de
2. | Criterios de convergencia de oct. Rivera, A. (1993), Lecturas sobre
para series de términos sucesiones y Series Infinitas,
positivos Departamento de Matematica
3. | Criterios para series de Educativa, CINVESTAV-IPN.
términos positivos y — Resolver el grupo de problemas VI
negativos correspondientes a su equipo
VII |Series de potencias 15al 18 de Actividades
oct.
1.| Definicion 15 oct. — Leer las paginas 179-279 del texto
2. | Radio de convergencia Castillo, A, Fernandez, C, (1986),
3. | Serie de Taylor 16 oct. Series Tomo I, Ministerio de Cultura
4.| Aplicaciones 17 y18 oct. de Cuba.
— Resolver el grupo de problemas VII
correspondientes a su equipo
5.| Examen 19 de oct.
Entrega del 22 de oct.
cuestionario 8
12. Glosario

Se considera que el conjunto de términos incluidos en este glosario, asi como sus conceptos,
son importantes para el desarrollo del curso, por lo que se recomienda al estudiante
investigarlos y discutirlos con sus comparieros, para el buen desarrollo del curso.
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Polinomio en wuna variable, Término independiente, Coeficiente principal, Teorema
fundamental del algebra, Raices del polinomio, Raices enteras, Raices racionales, Raices
irracionales, Raices complejas, Division sintética, Formulas de Vieta, Cotas, Polinomio
monico, Regla de los signos de Descartes, Sucesion, Serie, Serie Geométrica, Serie aritmética,
Serie telescopica, Serie Armonica, Convergencia, Criterios de convergencia, Serie de
potencias, Serie de Taylor, Serie de MaClaurin, Intervalo de convergencia, Sucesion creciente,
Sucesién decreciente, Limite de una sucesion, Sucesion convergente y acotada, Sucesion
infinitamente pequefia, Sucesion infinitamente grande, Criterio de la integral, Criterio de la
raiz, Criterio de la razon, Serie alternada, Criterio de Leibniz para series alternadas, Serie de
los modulos, Serie de potencias, Dominio de convergencia, Intervalo de convergencia de una
serie de potencias, Condicion para generar una serie de Taylor.
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