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1. Introduccién

La variable compleja es la parte de las matematicas que tiene sus origenes en
el siglo XIV. Es Gerolimo Cardano quien los descubre al tratar de resolver la ecuacion
cubica. A partir de entonces la variable compleja se ha convertido en una herramienta
poderosa para solucionar determinados problemas en las diferentes areas de la ciencia
y la tecnologia, tales como la mecanica cuantica, la ingenieria eléctrica, la ingenieria
electronica, entre otras. Es a partir de inicios del siglo XX cuando se inicia la aplicacion
de la variable compleja en el electromagnetismo, posteriormente a la Ingenieria
eléctrica y hoy en dia a la electronica. En esta direccion, la presente guia de estudios
incluye el programa sintético y desglosado, la estructura, una relacién completa de
contenidos y las paginas de los textos sugeridos, asi como un problemario que incluye
una serie de ejercicios que corresponden a los contenidos del curso.

2. Prerrequisitos

Calculo Diferencial e integral, Algebra Lineal

3. Justificacion

Constituye, al igual que con las demas materias de matematicas, una
herramienta fundamental en la formacién del Ingeniero Eléctrico, ademas de que
proporciona la base matematica requerida para abordar una serie de estudios de
Ingenieria. En particular es una herramienta fundamental para muchas técnicas de
disefio, asi como para realizar sintesis de redes.

4. Objetivo general del curso
Proporcionar al alumno la teoria fundamental de variable compleja, las técnicas

de integracién de contornos, las series de potencia desde un punto de vista formal y

definir las transformadas integrales.

5. Metas

% Proporcionar los conceptos bésicos de las funciones elementales, asi como los
asociados con el mapeo y su aplicacion.

» Facilitar los conceptos fundamentales de las funciones analiticas en el contexto

de la teoria de variable compleja.

Demostrar y aplicar el teorema integral de Cauchy-Riemann.

Aplicar el teorema de Cauchy-Goursat.

Aprender a calcular los puntos de singularidad de una funcion.

Estudiar y aplicar las técnicas de proceso de integracion.

Demostrar y aplicar el teorema o integral de Cauchy.

Aprender a calcular los residuos de una funcion.

Utilizar el teorema del residuo como una herramienta poderosa para la

expansion en fracciones parciales y ademas como herramienta para resolver

integrales de contorno.

+ Adquirir los conocimientos acerca de la serie de Fourier y sus aplicaciones al
analisis de funciones periédicas, asj como la transformada de Fourier como
antecedente para el andlisis en el dominio de la frecuencia.

6. Capitulos

l. Algebra de los nimeros complejos

li. Funciones y mapeos

lii. Limites, continuidad y analiticidad

Iv. Integracion

V. Formula integral de Cauchy
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VI. Sucesiones y series de variable compleja
VII.  Polosy residuos
7. Estructura

Algebra de los
nameros complejos

h 4

Funciones complejas y mapeos

\ 4
Limite, continuidad y analiticidad

\ 4
Derivacion compleja

h 4

Integracion compleja

\ 4

Formula integral de
Cauchy

\ 4

Sucesiones y series de variable
compleja

v
Polos y residuos

8. Contendidos desgalosados

8.1 Algebra de los niimeros complejos
1.1.1 Definicion y propiedades de los nimeros complejos
2.1.2 Forma polar. Identidad de Euler
3.1.3 Desigualdades

4.1.4 Regiones en el plano complejo
8.2 Funciones y mapeos

1.2.1 Definicion de funcion.

2.2.2 Funciones polinomiales

3.2.3 Funcion exponencial

4.2.4 Funciones trigonométricas
5.2.5 Funciones Hiperbdlicas

6.2.6 Funcion logaritmica

7.2.7 Funcién potencia

8.3 Limites, continuidad y analiticidad
8.3.1 Definicién de limite



8.3.2 Continuidad
8.3.3 Definicion de derivada
8.3.4 Ecuaciones de Cauchy-Riemann
a) forma cartesiana
b) forma polar

8.3.5 Funciones analiticas
8.3.6 Funciones enteras
8.4 Integracion
8.4.1 Curvas en el plano complejo
8.4.2 Integral curvilinea en el plano complejo
8.4.3 Teorema integral de Cauchy-Goursat
8.4.4 Teorema Fundamental del Calculo para funciones complejas
8.5 Formula integral de Cauchy
8.5.1 Indice de un circuito
8.5.2 Férmula integral de Cauchy
8.5.3 Consecuencias de la féormula de Cauchy

a) Desigualdad de Cauchy

b) Teorema de Morera

¢) Principio del médulo maximo

d) Teorema Fundamental del algebra
8.6 Sucesionesy Series
8.6.1 Ciriterios de convergencia
8.6.2 Férmulay serie de Taylor
8.6.3 Serie de Laurent
8.6.4 Singularidades.

a) Puntos singulares aislados
b) Singularidades removibles
C) Polos

d) Singularidades esenciales
e) Singularidades en infinito
8.7 Polos y Residuos
8.7.1 Teorema de los residuos
8.7.2 Célculo de integrales por residuos
9. Actividades de estudio
Organizar sesiones extra clase de solucion de problemas.
Sugerir leer de manera consistente el libro que se fije como texto.
Investigacion documental de aplicaciones de la teoria de variable compleja.
Organizar sesiones de solucion de problemas usando la técnica de pares
(asociacion de dos estudiantes, uno habil y otro con menos habilidad en la
solucion de problemas, con el fin de que ,éste aprenda de aquel, viendo el
procedimiento de solucion).
10.Evaluacion
Para efectos de la acreditacion, se tomaran en cuenta los siguientes puntos:
< TRABAJO DE INVESTIGACION:
Condiciones:
a) Elegir un tema del curso de variable compleja.
b) La exposicion se entregara por escrito y constara de un minimo de tres
cuartillas. Los trabajos de Investigacion deberan contemplar los apartados
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siguientes: Introduccion, Objetivos, Metas, Justificacion, Metodologia,
Desarrollo, Conclusiones.

c) Tiempo méximo de exposicion: 20 minutos.

d) Elinicio de la exposicion es al inicio de clases.

e) Elegir la fecha de exposicién y comunicarla al profesor.

Temas:
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i. Aplicaciones a la Teoria de Control.

il. Aplicaciones a la Teoria de circuitos.

iii. Aplicaciones a Fisica

Puntualidad. Se considerara en la entrega de tareas, trabajos y asesorias.
Asistencia. Se cuantificara en funcion de las clases. Es obligatorio asistir al menos
al 90 % de las clases. Aquel alumno que llegue tarde al examen no tendra derecho
a presentarlo.

Participacion. En este apartado se incluyen las actividades realizadas por los
estudiantes dentro y fuera del aula.

Trabajos de investigacion. Solo se recibiran trabajos realizados en computadora.
Trabajos de exposicién. Usar medios audiovisuales como el proyector, tv, video y
computadora.

Glosario

Problemario de la guia.

Examen escrito.

PUNTOS ASIGNADOS POR ACTIVIDAD
Puntualidad 10 puntos
Porcentaje de asistencia para tener 90 %
derecho a examen

Participacion 5 puntos
Trabajos de investigacion 10 puntos
Trabajos de exposicién 10 puntos
Glosario 5 puntos
Problemario de la guia 20 puntos
Examen escrito 40 puntos

11.Cronograma

Tiempo Exdmenes
1. Algebra de los nUmeros complejos
1.1  Definicion y propiedades de los nUmeros 2 hora
complejos
1.2  Forma polar. Identidad de Euler 2 hora
1.3 Desigualdades 2 hora
1.4  Regiones en el plano complejo 2 hora
2. Funciones y mapeos examen
2.1  Definicién de funcion. 2 hora
2.2 Funciones polinomiales 2 hora
2.3 Funcién exponencial 2 hora
2.4 Funciones trigonomeétricas 2 horas




2.5  Funciones Hiperbdlicas 2 hora

2.6 Funcién logaritmica 2 hora

2.7  Funcion potencia 2 hora

3. Limites, continuidad y analiticidad (Inicio) 10-03-99 examen

3.1  Definicion de limite 2 hora

3.2  Continuidad 2 hora

3.3 Definicién de derivada 2 hora

3.4  Ecuaciones de Cauchy-Riemann 4 horas

3.5 Funciones analiticas 2 horas

3.6 Funciones enteras 2 hora

4. Integracion (Inicio) examen

4.1  Curvas en el plano complejo 2 horas

4.2  Integral curvilinea en el plano complejo 2 horas

4.3 Teorema integral de Cauchy-Goursat 2 horas

44 Teorema Fundamental del Calculo para|2 horas

funciones complejas

5. Férmula integral de Cauchy 2 hora

5.1,2 Férmula integral de Cauchy 2 horas

5.3 Consecuencias de la férmula de Cauchy 3 horas

a) Desigualdad de Cauchy

b) Teorema de Morera

¢) Principio del médulo maximo

d) Teorema Fundamental del algebra

6. Sucesiones y Series (Inicio) 10-05-99

6.1  Criterios de convergencia 3 horas

6.2 Formulay serie de Taylor 3 horas

6.3  Serie de Laurent 3 horas

6.4  Singularidades. 3 horas

a) Puntos singulares aislados

b) Singularidades removibles

C) Polos

d) Singularidades esenciales

e) Singularidades en infinito

7. Residuos (Inicio) 26-05-99 12-06-99

7.1 Teorema de los residuos 3 horas

7.2  Calculo de integrales por residuos 3 horas

12.Temas y paginas de referencia por texto
1 2 3 4 6 7

1.1 1-19 1-8 11-16 1-9 1-9 15-26
1.2 10-12 1-8 9 10-14 12-17
1.3 19-23 1-8 11-16 14-24 9-11 23
1.4 27-29 1-8 11-16 17-20
2.1 30-38 33 21-22 24-27 21-22 67-77
2.2 72-77 35 16-19 40-43 28-33 50-52
2.3 77-81 35 16-19 44-47 42-43 52-55
2.4 82-84 35 16-19 44-47 43-44
2.5 84-91 36 16-19 47-50 il 60-63




2.6 91-93 36 16-19 47-50 45-46 66-67
2.7 93-96 36 16-19 50-53 el 63-66
3.1 38-46 38 22-23 27-32 22-24 35-37
3.2 46-49 39-41 22-23 32-35 22-24
3.3 49-55 64-67 23-26 35-39 24-28 89-94
3.4 55-64 64 23-26 35-39 24-28 94-98
3.5 64-66 64 26-29 24-28 111-112
3.6 66-71 64 26-29 61-70 24-28 109
4.1 97-106 93-98 58-63 71-78 101-109 163-168
4.2 106-116 93-98 58-63 65-70 101-108 173-178
4.3 116-122 96 58-63 109-114 178-183
137-148
4.4 122-136 96 58-63 78-72 el 193-200
5.1 o Frrx 63-65 83 114-117 200
5.2 136-141 119-121 63-65 101-102 118-120 200-208
5.3 141-150 119-121 63-65 83 120-123 200-204
6.1 151-156 140-144 65-68 108-115 35-37
6.2 156-154 144 68-70 103-107 38-41 205-211
6.3 164-177 144-145 77-79 115-121 38-41 211-219
6.4 173-189 144-145 ool 121-125 124-137 219-222
7.1 191-199 145-147 79-82 133-138 148-154 222-227
7.2 199-202 | 145-147 82-84 133-138 154-161 222-227

13. Bibliografia
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Voikovsyky, L. Lunts, G., Aramonovich. (1977). Problemas de la teoria de la Variable

Compleja. MIR: Rusia.

Derryck, W. (1987). Variable Compleja con aplicaciones. GRUPO EDITORIAL

IBEROAMERICA: México.

Alfors, V. Complex analysis (2000), Mc GRAW-HILL: México.
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14.Problemario

11

1.2
1.3

14
15
1.6

1.8

1.9

5
(1-)2-i)3-i)

Calcular el valor de la siguiente expresion

Probar que la Im(iz)=Re(z) .
Demostrar que ‘Im (1-E+22)‘<3 para |z|<1
Demostrar que (-1+i)" =-8 (L +i)
Encontrar las raices cuartas de z = 1- i y trazar su gréfica en el plano complejo.
Dibujar la region del plano complejo dada por la expresion |z-2-i | <1.
Hallar las raices cubicas de z=3- 2i.
cos(@)+isen(0) °
cos(@)-isen(8)

Simplificar [



1.10

111

1.12
1.13

1.14
1.15

1-i

3+l

Sabiendo que i y 1 son raices del polinomio
P(x)=x"-3x°%+5x°-7x*+7x°-5x *+3x+1

Encontrar los valores de z tales que z°> =1 +i .

Calcular s

Probar que si z esta en el circulo |z| = 2, entonces <

1
z4-472+3|7 3°

Demostrar que e

<1 siysolosi Re(z) >0.
Hallar todas las raices de senh(z) =i.

1.16 Calcular 4/-8-i8-/3.
1.17 Resolver z=z"", n nmero natural.
1.18 Encontrar las raices quintas de z =-4 +i 3 y graficarlas en el plano complejo.
1.19 Factorizar los siguientes polinomios como producto de factores cuadraticos y
lineales:
a) x' -1
b) x® +1
c) x°+1
d) x* +1
1.20 Encontrar todas las raices y graficarlas:
a) -2+ 2i
b) ¥/-1
c) V-4 +3i
d) ¥/8
2.1 Interprete geométricamente las siguientes expresiones:
a)|z-2|+|z+2| =5
b) |z| = Re(z) + 1
c) Re(z) +Im(z) <1
2.2  Probar que si w=z2 , laimagen de la regién tridngular cerrada formada por rectas
y=tx, X=1, es la regién cerrada acotada por la izquierda por el segmento
-2 <v £2 del eje vy por la derecha por una porcién de la parabola vz = -4(u-1)
. Trazar el bosquejo de la transformacion.
2.3 Hallar las raices de la ecuacion cos(z)=2.
2.4  Hallar el valor de log(-€i).
2.5 Hallar las raices de sen(z)=cosh(4).
2.6  Probar que si e* es real entonces
a) Im(z) = n, para n entero.
b) Si e* es imaginario puro ¢,Qué restriccion existe sobre z?
2.7 Expresar ‘ez“i +e'?| en términos de x, y probar que [eZ*' +e'?|<e® + eV .
2.8  Comprobar que para n entero:



2.9
2.10
2.11

2.12
2.13
2.14

2.15

2.17

2.18

2.19

2.20

3.1

3.2
3.3

3.4
3.5

log(-1+i +/3)=log(2)+2(n + %)ni
Hallar las raices de cosh(z) =-2.
1 ] .
Comprobar que w:; mapea circulos en circulos.

Probar que en todo valor x del intervalo -1< x <1 las funciones
p,(X)= lj(x +iy1- x2cos(8))'d@ satisfacen la desigualdad |P,|<1,
7 0

n=0,1,2,..
Interpretar graficamente la funcion Re(z) + Im(z) < 1.
Resolver la ecuacion [tan(z)| = 1.

Para la transformacion w = z - 1/z hallar el mapeo de los circulos |z| =1.

Demostrar que ambos valores de +/z? - 1 se encuentran sobre la recta que pasa
por el origen de coordenadas y es paralela a la bisectriz del angulo interior del
triAngulo con vértices en el punto -1, 1y z, trazada por el vértice z.

Expresar en términos de funciones trigopnométricas de variable real las partes
real e imaginaria, asi como los modulos de las funciones:
a) w = sen(2z)
1
—\4
(2)
¢Para que valores de z la funcibn w = arcsenh(z)tiene valores imaginarios

puros?
Explicar en qué se transforman las regiones x>0, y>0 mediante la funcion

zZ-1i
zZ+i
Probar que si m y n son entero entonces:

2z i
Ieimﬂe-in0=|: 0 si m#n :|
0

b) w =

27 si m=n
Demostrar que cos (E) no es analitica.

z . .
Demostrar que €~ no es analitica en ningun punto.

Demostrar que f(z) debe de ser constante en un dominio si:
a) f(z) es real paratodo z en D;

b) f (E) es analitica en D;
¢) [f(z)| es constante sobre D.
Probar que sen (Z - i)no es analitica.

Sean u y v la componentes real e imaginaria de la funcion definida por



3.6
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(z_z) para z=#0
w =f(z) = y verificar que las ecuaciones de Cauchy se
0O para z=0

satisfacen en (0, 0) pero que f'(z)no existeen z=0.

Probar que f(z) no existe en ningun punto del plano complejo para la funcion
f(z)=e"".

¢Es analitica w =

@)

continua en todo el plano complejo?

2

1
S Es f(z) =
¢Es @) =11

Hallar las regiones del plano complejo donde la funcién f(z) = [x2- y2| + 2 |xy|
es analitica.
Demuestre que en el punto z=0la funcién f(z) = J|xy| cumple las condiciones

de Cauchy-Riemann pero no tiene derivada.
¢ Existe una funcién analitica f(z) =u +iv ,tal que ¢v =In(x2 + y?) - x2 + y2?

Sea C el arco del circulo |z|=2 que vadesde z=2 a z=2i en el primer cuadrante.

Iz??l‘ : %

C

Sin calcular la integral, probar que

Hallar el valor de la integral de g(z) = a lo largo del circulo |z-i| =2

(22+4)
en sentido positivo.
Explicar el teorema de Cauchy y muestre una aplicacion.

Hallar el valor de la integral de g(z) = alo largo del circulo |z -i| =1

1
(z°+4)
orientado positivamente.

Sea B el contorno del dominio entre el circulo |z| =4 vy el cuadrado cuyos
lados estan en lasrectas x = £ 1, y = £ 1. Argumentar porque el valor la
zdz

1-e*

integral _[ €es cero.
B

Calcular I| z |dz donde C es la trayectoria a lo largo del radio vector z=2 -i..
C
z :
Calcular j:dz a lo largo de la trayectoria |z-1|=2.
z
C

dz
Calcul — alol d =1.
alcular ;[JE alo largo de |z|

Calcular I|z| zdz alo largo de la circunferencia superior |z| = 1 y por el
C

segmento -1 <=x <=1,y=0.
Demostrar que si el camino no pasa por los puntos i, -i se tiene
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5.1

5.2

5.3

5.4

5.5
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1
j d22=-£+k7£, keZ.
ol+z 4

\/; eb?

Demuestre que J‘e-xz cos(2bx) = - e
0
Sugerencia: Integre f(z)=e > alo largo de la frontera del rectangulo |z|< R,

0<y <b yuse laintegral de Poisson j et dt=r .

Demostrar que si C es un contorno S|mple cerrado arbitrario que no pasa por el
punto a y n es un entero, se tiene:

7 Si n=-1
j(z-a)”dz 271 sin#0y-1 yaestadentrodeC=
¢ # si n=-1y aestadentrodeC

Evaluar las integrales de la derecha calculando las ubicadas a la izquierda e
igualando las partes reales e imaginarias de ambos miembros:

j e®ixgx = j e*cos(x)dx +i jeXsen(x)dx
0 0 0
Calcular je—zdz donde C es el circulo de radio 3 orientado positivamente.

Hallar el valor de la integral j en sentido positivo a lo largo del circulo

3( z+4)
|z+2|=3.

3z°+2
c(z-1)(z2°+ 9)
Sea C un contorno cerrado simple en el plano z descrito en sentido positivo, y

3

%dz. Probar que g(w)=6ziw si w esta dentro de C y
*(z—-w
g(w)=0 si w esta afuera de C.
Evaluar las integrales, donde C es la trayectoria definida por z(t)=e" :

Hallar el valor de la integral I

sea g(w)=

a) je—dz
)J-cos(z)oI

Calcule.
.[ y4 dz

a)

|z-a|=a

1
b) ——
)275'

-1

e’

———dz

xa 2 T A

Probar que ";‘—:l+1_lz_522 ..con 0<|z|]<1
z(z°+1) z 2 6
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6.2 Usando series, probar que si C es una constante compleja y si:

e”-1 si z#0
z

f(z) =1
c si z=0

. 1 : L,
6.3 Sabiendo que Xx"= I—x’ desarrollar en serie la funcion

f(z) = T y encontrar su circulo de convergencia.
Z - X

6.4 Desarrollar en serie las siguientes funciones y determinar el intervalo de
convergencia:

a) f(z):lL alrededor de z, =-1.

b) f(z)=log(z) alrededor de z, =i
6.5 Representar la funciéon (z*-z)* como una serie de Laurent en las regiones:
a) 0<|z[ <1
b) 1<|z-1] <2
6.6 Representar en serie de Laurent la funcién %sen (ﬁ) en la region
0<|z-1< 1.
6.7 Clasifique las singularidades, caso de que existan, de las funciones siguientes:
z

23+Z
1
b) z=e?

a)

)
N |~

C) e’
z+1
d) —
z°+1
7.1  Encuentre el residuo en todas las singularidades:
3
z
a) —
z°+1
1

b) ze?

c) (z-1)" sen (ll
z
7.2  Evaluar las siguientes integrales:

3
z
a) dz
|zT[2 z°+1

b) _[ ze’dz

lzI=1




7.3

1
C) tan (—)dz
|ZT[5 z

Mostrar que:

a)j‘ de _ - T ’ a>0

sa + send 2{a? + a

¢ de 27
g ‘!az cos0 + b’ sen’d  ab’ ab>0
C)]? : X dx _z

W(x2+2x +2° 2
Y S

o(x? + a ) 4a

dx _ V4

e>j(xz+a2

) (x*+b?) ab(@+hb)

f J‘COS(ﬂ' X) dx /4

9) J-sen(yrx)

2

cos(rz x) dx _

2 _x

a,b>0
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