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1. Introduccidn

La propuesta didactica de la guia parte de un conjunto de diez funciones que se
denominaran base, a partir de las cuales se determina el bosquejo de la grafica de un buen
namero de funciones, sin necesidad de recurrir a los métodos planteados por el calculo
diferencial, que son mas precisos, pero que requieren de elementos de calculo. Se considera
que el estudiante tiene los conocimientos previos que le permitiran reconocer el bosquejo
del denominado conjunto de funciones base, que se presenta en la tabla I, su dominio y
contradominio.

La graficacién de funciones sin célculo, es un tema que por lo general se estudia en
los inicios de un curso de calculo diferencial e integral, pero la forma en que suele
presentarse en los diferentes textos es la tabular o método punto a punto, situacion que
provoca que el bosquejo de la grafica se trace como la union de trozos de recta, y que por
consecuencia, pierda la concavidad, concepto importante en la interpretacion geométrica de
la derivada.

En el método planteado en la guia de estudios, la eleccion de los puntos que se van a
usar en el trazo de la grafica de la funcion, seran aquellos que permitan ubicar las regiones
del plano cartesiano en las que se ubiquen las graficas, en otras palabras, seran importante
las raices de las funciones en cuestion, los puntos que quedan fijos en la transformacién de
las funciones base y aquellos que originen una asintota.

En sintesis, el método propuesto trata de bosquejar la grafica de una funcion sin el
uso del célculo, pero en el que la curva no debe de perder sus caracteristicas esenciales,
como la concavidad, la simetria, su comportamiento en puntos singulares y en el infinito,
por mencionar algunas, y asi mismo, poder determinar en forma paralela el dominio, el
contradominio y las raices. El método que se utiliza en la guia para la graficacion de
funciones sin calculo parte de la idea de utilizar las funciones base y las operaciones
aritméticas, suma, resta, multiplicacion, divisién y la potenciacion para trazar el bosquejo,
como una combinacion de funciones.

La estructura de la guia se integra por cuatro partes:

1. En la primera se define el conjunto de funciones base, se analiza su dominio, su
contradominio y su gréfica.

2. Para la segunda unidad, a partir de las funciones base se plantea trazar el bosquejo de
funciones de la forma f(x) + c, f(x - b), k f(x) y kf(x -b) +c, donde k, b y ¢ son nimeros
reales.

3. En la tercera unidad, a partir del trazo de dos funciones conocidas f = f(x) y g = g(x),
se determina el bosquejo de la funcion f(x)*g(x), donde el asterisco (*) representa
alguna de las operaciones aritméticas, suma, resta, multiplicacion y division.

4. En la parte cuatro se presentan ejercicios relacionados con las graficas de funciones de
varias formas tales como | g(x) |, h( x| )y [f(X)]", entre otras.
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Tabla |
x’f
1-a f'fllr _
f(x) = x f(x) = x* f(x) = x°
f:RION f: R >0, ) f:RON
LS /
I 2 ///
] . { -n.§ //

f(x) = sen(x) f(x) = cos(x) f(x) = e
f:R->[-1, 1] f:R->[-1, 1] f: R > [0, )
Z\\

_ — \
ﬁk\\\ ]
\\ .
]f-()(()) = |r;(>% foo =L f(x) =/x
:[0, ) X f: [0, 0)=>[0, )
f: RN, x£0
f(x) = | x|
f: [0, 0)>R

Prerrequisitos: Algebra, Trigonometria y Geometria Analitica.
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2. Objetivo

Aprender a trazar el bosquejo de la grafica de funciones sin utilizar calculo.

3. Justificacion

La graficacion de funciones sin célculo es considerada basica cuando se inicia el

estudio del célculo diferencial e integral, porque una estrategia a la que se ha recurrido para
explicar conceptos dificiles de entender por el estudiante, ha sido incluir figuras, gréficas o
esquemas que indiquen o en su defecto, den una alternativa de solucion al problema. A
continuacién se mencionan algunos temas de matematicas que para Su mejor
entendimiento, requieren de una interpretacion gréafica:

la raiz de una funcion que se interpreta como el punto donde la curva asociada cruza
0 toca al eje de las abscisas

la integral definida como area bajo la curva

la pendiente de la recta tangente como la derivada de la funcién

la relacion de las expresiones matematicas de las conicas con sus gréaficas

el teorema del valor intermedio para la integral

el teorema del valor medio para la derivada

4, Metas

Trazar el bosquejo de las funciones base

Definir el dominio y contradominio de una funcién

Graficar funciones de la forma k f(x + b) + ¢

Graficar funciones de la forma f(x) * g(x)

Detectar las caracteristicas relevantes de una funcién a partir de su grafica, como
pueden ser: simetria, concavidad, dominio, contradominio, asintotas y puntos de
discontinuidad sin usar el calculo

5. Estructura y contenidos
I.  Conjunto de funciones base

Il. Gréficas de funciones de la forma k f(x + b) + ¢

I11.  Graficacion de funciones de la forma f(x) * g(x) donde el asterisco significa
una operacion aritmética

IV. Graficacion de funciones de varias formas | f(x) | , f(- x), [f0O]"y f( x|)
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Estructura del curso

A

Funciones Base

f(x)*9(x)
donde * ={+,-, o, ="}

A 4

k f(x + b) +c

1) |, (- x), [Fo1™ y (x|

Contenidos desglosados

| Introduccién

1.1 Introduccién, 1.2 Plano cartesiano, 1.3 Relacion, 1.4 Definicion de gréfica, 1.5
Simetria, 1.6 Definicién de funcion, dominio y contradominio, 1.7 intervalo y sus
notaciones, 1.8 Conjunto basico de funciones.

Il Graficacion de funciones de la forma a f(x + b) + c.

2.1 Gréfica de funciones de la forma f(x) + ¢, 2.2 Gréfica de funciones de la forma f(x +
b), 2.3 Grafica de funciones de la forma a) k f(x) Expansion k > 1, b) compresion 0 <k <
1yc) reflexion k =-1, 2.4 Graficadek f(x+Db)+c.

I11 Graficacion de una funcién de la formas f(x) * g(x).

3.1 Suma de funciones f(x) + g(x), 3.2 Resta de funciones f(x) — g(x), 3.3 Producto de
funciones f(x)g(x) , 3.4 Cociente de funciones f(x)/g(x).

IV. Graficacién de varios tipos de funciones.

4.1 Gréfica de |f(x) |, 4.2 Grafica de f (|x|), 4.3 Gréfica de f (kx ), 4.4 Grafica de [f
n
()]
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6. Evaluacion

La calificacion final se integrara de acuerdo a los puntos obtenidos segun la siguiente
rabrica:

Participacion 20
Cuestionario 30
Problemas de aplicacion 10
Temas de investigacion 10
Glosario 10
Examenes Parciales por unidad 20
Examen Global (si necesario) **

** En el caso del propedéutico de la Maestria en Ciencias en Ensefianza de las
Matematicas solo se presenta examen global

7. Cronograma de actividades criticas

Cuestionario: Una estimacion del tiempo requerido para la solucion del cuestionario
para la guia de algebra es de 25 horas, distribuido de la siguiente manera:

Tiempo

Tema (horas)
Funciones Base 6
Graficacién de funciones de la forma k f(x + b) +c 8
Graficacion de funciones de la forma f(x)*g(x) donde el * = {+, -, o, - y A} 10
Graficacion de funciones de la forma |f(x) |, f (Ix ), f (kx), [f()]" 6

Ademas, es posible que se requieran:

e Glosario: 3 Horas
e Autoevaluacion: 3 horas
¢ Problemas de aplicacién: 4 Horas

8. Actividades de estudio

Cuestionario: La guia de Graficacion de Funciones contempla una serie de ejercicios
que considera todo el contenido de un curso de graficacion de funciones sin calculo, con
base en el método propuesto. Se sugiere que el estudiante solucione los problemas
planteados en trabajo individual y en trabajo colaborativo. Se advierte que resolver el
conjunto de problemas propuestos es una tarea no trivial, pero se pretende que al solucionar
un buen namero de ellos el alumno desarrollara la habilidad para trazar el bosquejo de la
gréfica de una funcion.
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Se considera que tanto en el caso de la educacién tradicional como en los programas
a distancia, el trabajo colaborativo propicia que el alumno transforme las técnicas de
graficacion de funciones en conocimiento. En la actualidad el trabajo en grupos
colaborativos se puede propiciar a través del correo electrénico, medio que en la actualidad
es una alternativa que permite a los alumnos estar en comunicacién constante, ademas, de
que se puede enviar y recibir informacion, en varias formas, por medio mensajes escritos en
el procesador de texto del navegador o bien en archivos de texto, de imagenes, de video o
de audio digitalizado, entre otras alternativas.

Glosario: Esta actividad se refiere a que el alumno debe indagar las definiciones de
los conceptos mas relevantes de la materia, con lo que se pretende que al manejar tales
términos se propiciara aprendizaje.

Autoevaluacién: Con la finalidad de dar al alumno una idea de los contenidos vy el
nivel de dificultad de un examen global de Graficacion de funciones sin célculo, se
presenta una serie de ejercicios que deberd resolver en el tiempo marcado y con las
herramientas que se le indican.

Problemas de aplicacién: Son una serie de ejercicios que involucran aplicaciones en
las distintas areas de conocimiento y cuyo objetivo es que a través de la solucion, se dé
cuenta del gran potencial que tiene la graficacion de funciones, como un sustento teérico de
otras ramas de la ciencia y la tecnologia.

9. Cuestionario
1.1 Definir producto cartesiano y relacion
1.2 Describe lo que entiendes por gréafica

1.3 Investiga los tipos de simetria que puede tener una relacion. En el plano cartesiano
dibuja curvas con los diferentes tipos de simetria.

1.4 Definir funcion, dominio y contradominio

1.5 Explica la diferencia entre una relacion y una funcion. Fundamenta las diferencias en
forma analitica y gréfica

1.6 Determina la simetria que tienen las siguientes relaciones

Q) X +y>=3 b) f0=e" b) ¥ -y’=1 ¢ y=x'+1 d) V=i
_|_

17¢) f)=2x2-cos(x) g) FO=C-x  h) x°-y?=4 i) y=x‘-2F+1
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1.8 En las siguientes gréaficas, indicar cuales de ellas son funciones y cuales no. Justificar.

.//

Nl T N
N

1.9 Relacionar las funciones base con su dominio y contradominio

a)y=¢ ( ) f:R>(0, o)

b) y = In(x) ( f:(0,0) >N
c)y=1/x ( f: R-{0} > R-{0}
dy=x ( f:R2ON
e)y=x2 ( f:M-> [0, )
fly=x3 ( f: R>[-1.1]

g) y = sen(x) ( f:R-> [0, )

h) y = cos(x) ( f: [0, ) 2> [0, )
i)y =X ( f: R [-1,1]
Hy=Ixl ( f:R>N

2.1 A partir de la grafica de la funcién base y = f(x), trazar los bosquejar para las funciones
indicadas, determinar su dominio y su contradominio:
a) y=Xx+2,y=x-1, y=x+3
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b) y=sen(x) +1, y=sen(x) +3, y=sen(x) -3
C) y=Inx)+3, y=In(x)-2, y=In(x) +4
d) fx)= Ix|+.33,y= Ix|-4.65y=|x|+732

Con base en las graficas realizadas, dar respuesta a las siguientes preguntas:
a) ¢Hacia dénde se desplazaron las gréficas?
b) ¢Cual es la regla para las graficas?
c) ¢Describir en que forma se modifican el dominio y el contradominio de las
funciones, con respecto a la funcion base que las genera?

2.2 Trazar las gréficas de las ecuaciones que se dan a continuacion:

f(t):sen(t)+% fx)=x-3 )= Ix -1
y:;—S f (t) = cos(t) —4 £) = In (x + 2)
;5 _ 1
h(z)=e + y=x>-1.121 y= 5+l

2.3 Bosquejar la grafica de las funciones e indicar el dominio y el contradominio.

a) y=-/X-3 b)y:ex'2 y=Ilx+2]|
d)y=sen (x-n) e)y = (x + 3)? f)f(x):x_%_1

En general, en la funcion f(x + b), la constante b hace que la funcién f(x) se desplace hacia

Describir coémo se modifica el dominio y el contradominio de las nuevas funciones

2.4 Explicar como se transforma la funcion f(x) si se multiplica por una constante k.
Ejemplificar paraa =2, 3, 1/2 y 1/3 con las funciones y = €*, y = X, y = cos(X), y = VX.

2.5 Si k=-1, describir los cambios que la grafica de la funcién y = k f(x).

2.6 Relacionar las columnas siguientes:
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() Expansion @) k=-1
() Compresion (b) -1<k<0
() Expansion y compresion (c) l1<k<ow
() Reflexion (d) O<k<1
() Compresion y reflexion (e) ~o<k<-1

2.7 Completar. En la funcion k f(x +b) +c:

a) El pardmetro k hace que f(x)
b) EIl parametro b hace que f(x)
c) El pardmetro c hace que f(x)

2.8 Trazar el bosquejo de la grafica de las funciones e indica el dominio y el
contradominio:

y:2eX—1_1 y=\/3COS(X-7t) f(X):'|X+3.4l|+4

=— — . _ 3 f(t _ —¢ 9
f(w)=-2/x-3+1.23 f(x)_(x_1)2+” (t) a2
g(t) =-3In(t-2) -2.13 | g(w) = ZSen(W—Zj—4 h(x)= 3 (x +2)° + =

3.1 En el mismo sistema coordenado trazar la grafica de f(x), de g(x) y de la suma f(x) +
9(x):
a) f(x)=cos(x), g(x)=x b) f(X)=x,g(x)=x*> ¢) f(x)=1/x, g(x) =X
d) f(x) =€ g(x) =e™ e) f(x)=In(x), g(x) =1x- 1l

3.2 Realizar lo mismo que para el ejercicio 3.1 pero para la resta de las funciones
f(x) - g(x). ¢Cual es dominio y el contradominio?

3.3 Lagraficade f(x) =sen(x) + xes(__):

Mvﬁv : AU/\/Z\/ . j S | — /

() (b) (©)
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3.4 Escribir h(x) como una resta de funciones f(x) — g(x), donde f(x) y g(x) son funciones
cuyo bosquejo sea conocido y determinar el nimero de raices que tiene:

aQ) h)=x*+x-1  b) h(x)=x-1+¢"
c) h(x) = cos(x) —=x/10 d) h(x) = In(x) = x* + 2

3.5 A partir de las graficas mostradas, determinar el bosquejo de h(x) + g(x) y
h(x) - 9(x).

15

N

-5

-18

-15

f(X) 9(x)

3.6 Interpretar h(x) como un producto de funciones f(x) y g(x) conocidas y trazar el
bosquejo de su gréafica: (Sugerencia: A partir de la regla para el producto de nimeros
identificar las regiones por donde pasa la grafica)

a) h(x) = x sen(x) b) h(x) = x*+x?
c) h(x)=(x+1)In(x +3) d) h(x) = cos(x) &*

3.7 A partir de las graficas de f(x) y g(x), dibujar la gréafica del producto f(x)g(x):

18

’/"'
-
-~
-
-
5 -~
./"'
7 -2 - 1 2
10 H ] 18
-2
-
P
-
-
-
-

f(x) G(x)
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3.8 En un mismo sistema coordenado trazar las gréaficas de f(x) = x, g(x) = 1/x. ¢Que se
observa en el punto x = 0?, ;Qué sucede para valores alejados del origen?

3.9 Realizar lo mismo que en el ejercicio 3.8 para las funciones f(x) = X, g(x) = X12

3.10 Determinar la grafica de la funcién f(x) = x — 3. Seguir lo realizado en los ejercicios

3.8y 3.9 para dibujar la grafica de g(x) = 13 :
X_

3.11 Dada la gréafica de g(x), el bosquejo de h(x)=1/g(x) es ( )

f(x)
| | :
,/ \\ 2 K
//_\ \\ \\ ) ////—\ ﬂ\S\\,“
o \ " \
. b
(@) (b) (c)

3.12 Dadas las funciones f(x) y g(x), trazar el bosquejo de la grafica de fEX; :
g(x
a) f)=x,g(x)=x*+1 b) f(x)=x+1,09(x)=x-1

c) f)=x*-1,g(x)=x*+3x d) f(x)=x%g(x)=2x-3
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a) f(x)=In(2x)

b) g(x) =cos(2x - n)
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c) g(x)=l2x+3]|-2

_2x1+1 ) y:X21+1 fox-3+2
AR

4.1 Definir el valor absoluto de la funcion g(x).

4.2 En el mismo sistema coordenado, trazar las gréaficas de las funciones f(x) =x, g(x) = | x|
y describir como se transforma la recta en la gréafica de valor absoluto.
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4.3 Trazar las graficas del valor absoluto de las funciones base. Explica las diferencias
respectivas entre f(x) y | f(x) | . ¢En qué cambian el dominioy el contradominio?

4.4 Para las siguientes funciones, primero trazar su grafica y después la de su valor
absoluto:

a) fx)=12x -3 b) f(x)=xcos () c) f(x)=e"+e™ d) f(x)=x+i

4.5 De las graficas de las funciones indicadas, trazar el bosquejo para las funciones | f(x) |,

f(-x), [FOORy f( x ).

}IH ,
-2 k"'-\. /!
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4.6 A partir de la gréfica de f(x), bosquejar las siguientes funciones:

+1a

f(x)m
a) y=%{f(x)+lf)l b) y=1fl ) y=[fXP
d) y=f(x-a) e) y=Ufx) f) y=f(Ixl)
10. Glosario

Producto cartesiano, plano cartesiano, relacion, simetria, funcién, dominio, contradominio,
regioén, curva suave, raices, asintota, infinito, reflexion, desplazamiento.

11. Problemas de aplicacion

a) ¢Cudl es el radio exterior de un casquete esférico de un centimetro de espesor, si el
volumen del casquete es igual al volumen del espacio hueco interior? ¢Si el volumen del
espacio hueco es el doble del volumen del casquete?

b) Una caja sin tapadera tiene la forma de un cubo de arista 1 c¢cm. Si la capacidad de la caja
esde5 cm?® ;Cudl es el espesor de las paredes? Se suponen de espesor uniforme.

¢) La forma de un silo para granos es la de un cilindro circular recto de radio x, con una
semiesfera del mismo radio unida en la parte superior. Si la altura total de la estructura es
de 8 pies, ;Qué radio debera tener el cilindro para que volumen total se de 108 pie®.

d) Se desea construir una bodega de almacenamiento cuya forma sea la de un cubo con
techo en forma de prisma triangular. La longitud x de uno de sus lados no se ha
determinado.
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9)

h)

)

K)

e Si la altura total de la estructura es de 6 pies, muestre que su volumen V esta dado
1
por V(x) = x* + > x* (6 - x).

e Determine la x que se necesita para que el volumen sea de 8 pie®,

Se construird un tanque de almacenamiento de gas propano con la forma de un cilindro
circular de altura 1 pies, con una semiesfera unida a cada extremo. Determine el radio x
que se necesita para que el volumen sea de 27 pie®.

En una isla pequefa se introdujo una manada de 1 venados. Suponiendo que en nimero
de animales N(t) después de t afios esta dado por N(x) = - x* + 21 x*> + 1000, para
x> . Encuentre cuando excede de 18 el tamafio de la manada.

En una esfera cuyo diametro es 3v3 un prisma recto con base cuadrada esté inscrito. Si el
volumen del prisma es 27, ¢Cudl sera su altura?

Se cortan cuadrados iguales en las esquinas de un cartdn rectangular de 7 cm de longitud
y de 6 c¢cm de ancho; doblando loa rectangulos laterales y formandose asi una caja abierta
cuyo volumen es de 15000 cm?®. Calcular la longitud del lado de los cuadrados cortados.

Con una hoja rectangular de carton cuyas dimensiones son 30 cm. por 50 cm. se va a
construir una caja abierta recortando cuadrados de dimensiones iguales en cada
esquina y luego doblando los bordes hacia arriba. Exprese el volumen de la caja en
funcién de x. Graficar la funcion y obtener las dimensiones de la caja de maximo
volumen.

Una ventana normanda tiene la forma de un rectangulo con una semicircunferencia en
la parte superior. Si el perimetro de la ventana es de 10 metros, exprese el area de la
ventana en funcion de su anchura. Graficar la funcién obtenida.

Desde el punto exterior P que se encuentra a h unidades de una circunferencia de radio
r, se traza una tangente a la circunferencia. Sea y la distancia del punto P al punto de
tangencia T.

T

(a) Exprese y como funcion de h. Sugerencia: sea ¢ el centro de la circunferencia, de
donde la recta PT es perpendicular a CT).
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(b) Sea C el radio de la tierra y h la altitud a la que se encuentra un transbordador
espacial. Se puede deducir una formula para la distancia maxima y (desde la tierra)
a la que un astronauta puede ver desde el transbordador. Calcule y
aproximadamente suponiendo que H = 200 millas y r = 4000 millas.

I) Después de estar en el negocio durante x afios, un fabricante de tractores esta haciendo
p(x)=100 + x + 2 x* unidades por afio. El precio de venta en délares por unidades se ha
elevado de acuerdo a la formula P = 500 + 60 x. Escriba una formula del ingreso anual
I(x) del fabricante después de x afos.

m) Para construir 6 jaulas de un zoolégico se necesitan 1000 pies de enrejado. El disefio
de las jaulas se muestra en la figura. (a) Expresar el ancho y como una funcion de la
longitud x. b) Expresar area total S limitada de la longitud x, (c) Hallar las dimensiones
que hacen méaxima el area citada.

y

12. Autoevaluacion
EXAMEN DE GRAFICACION DE FUNCIONES SIN CALCULO
Tiempo estimado: 3 horas

Importante: Esta prohibido utilizar durante el examen: Notas, calculadora graficadora y
Libros del tema.

1. Trazar el bosquejo de la gréfica de las siguientes funciones e indicar cada una de las
transformaciones que realice:

a) f(x)=|x+3-2 b) f(X)=-/x-1+3
o) y()=2¢'? d y=3sen(3x+rx)
&) r(x) = (x-2)+1 f) f(2)=-In(z+1)

1 3
9 (9= +1 ) 0=
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2. Interprete la siguiente expresion como una suma de funciones y bosqueje su gréafica.
f(x)=x*-x+1

3. Trazar el bosquejo de la grafica de la funcion, interpretandola como un producto:

f(x)=x*(x*+7)

4. Bosquejar la grafica de la funcién indicada, interpretandola como un cociente de
funciones:
2.4
f)="""
X-3

5. Graficar la funcion p(x)=a(x-b)(x-c)(x-d) para los valores de a, b, ¢, y d para los
siguientes casos:

a)a<0,b>0,c>0y d<0. b)a>0,b>0,c>0yd>0. c)a<0,b=1,c<0y d=-3.
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