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1. Introduccidén

El Calculo Diferencial es una materia tradicional en los planes de estudio y forma una
de las ramas mas importantes de las matematicas y de las ciencias. Vivimos en un mundo
caracterizado por cambios continuos, y por tanto, es importante desarrollar métodos
matematicos para cuantificar, describir y pronosticar esos cambios. Justamente tal es el
proposito del Célculo Diferencial, que es la matematica de los cambios.

El concepto de funcién es uno de los conceptos mas importantes de la matematica y
sus aplicaciones. En este curso se estudian sélo las funciones reales de un argumento real y
sus propiedades.

El célculo diferencial e integral, llamado también simplemente el calculo, es una
herramienta matematica que se invento en el siglo XVII para resolver varios problemas de
la fisica y de la geometria. Desde su creacion, el calculo ocup6 un lugar muy importante
dentro de la cultura occidental, pues se convirtié en un instrumento indispensable para la
ciencia. Son innumerables sus aplicaciones no solo en fisica y en la geometria, sino
también en la quimica, la biologia, la ingenieria, la economia, etc.

La didactica matematica se enfrenta con el problema de decidir qué aspectos del
calculo presentar y como presentarlos. Muchos investigadores insisten en que el concepto
fundamental es el de limite. Por primera vez la definicion del concepto de un limite fue
introducida en la obra de Wallis “Aritmética de dos valores infinitos” (en el siglo XVII).

Actualmente, en el concepto de limite se efectiia la construccion estricta de todo el
Analisis Matematico. Sin embargo, historicamente este concepto no fue la base del Calculo
Diferencial e Integral. Los elementos del Calculo Diferencial e Integral fueron elaborados
por Newton, pero solo en las obras de Cauchy (en el siglo XIX) la teoria de los limites
sirvio como base para una argumentacion estricta del Analisis Matematico.

Esta guia se ha elaborado para un curso preparatorio para el examen de admision a la
Maestria en Ciencias en Ensefianza de las Matematicas e incluye los temas que pueden
necesitarse posteriormente en el estudio de las Matematicas Avanzadas. La introduccion de
cada tema se basa en su estructura logica. La organizacion ldgica aparece como medio para
justificar las propiedades que se establecen con el uso y las aplicaciones. Las estructuras
logicas podrian ayudar a pensar deductivamente y seran ttiles para solucionar problemas
matematicos. El rigor de los conceptos juega un papel importante en el desarrollo de las
matematicas, pues afirma sus estructuras logicas y permite profundizar en la materia.

Se recomienda al alumno primero leer y estudiar la teoria de un tema, al tiempo que
escribe todos los conceptos principales y sus definiciones, en concordancia con el programa
del curso. Por ejemplo, el alumno empieza a estudiar el curso con el concepto de Funcion.
Primeramente es conveniente leer todo sobre la funcion de una variable en los libros
recomendados, escribir las definiciones para cada concepto y agregar los ejemplos. Luego
es muy util escribir la férmula analitica de cada funcion elemental y sus propiedades, y
construir la gréafica de cada una.
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Se propone al alumno recordar los conceptos fundamentales de las funciones
inversas, compuestas, implicitas y paramétricas, luego, establecer conexiones entre las
propiedades de una funcion de una variable y las propiedades del limite y la derivada.
Después, usando sus conocimientos, tratar de formular la definicion del concepto
correspondiente para la funcion, basandose en las propiedades del limite y la derivada. Y al
fin, generalizar estas definiciones para aplicarlas en la solucion de problemas. Estudiar la
materia de esta manera le permitira profundizar y pensar de manera logica.

La experiencia muestra que aprender la materia construyendo los conocimientos
nuevos en base a sus propios conocimientos previos, da los mejores resultados. En
particular, se deben estudiar las definiciones para mejorar el dominio del lenguaje
matematico y apropiarse de los significados precisos de los términos. Para entender los
teoremas y saber escribirlos en la forma simbdlica es util conocer el significado de ciertos
términos y simbolos logicos.

El método para aprender el Calculo consiste en resolver muchos problemas y escribir
simbolicamente cada solucion. Es evidente que durante el desarrollo de este trabajo pueden
presentarse dudas, seria conveniente escribirlas para luego consultar al profesor. Después
de aclarar las cuestiones necesarias, el alumno puede tratar de resolver los problemas
usando sus propios apuntes. La preparacion de tales apuntes ayuda a los alumnos a
sistematizar sus conocimientos y sera util para su futura actividad como maestros.

Ademas, antes de estudiar el Calculo es muy util leer la introduccion al libro de
James Stewart (1994). El célculo Diferencial es un fundamento de la Matematica Moderna
y es tanto util, como interesante.

Contenidos

I. Funciones de una variable

II. Limite de una funcion de una variable

III. Continuidad de una funcion de una variable

IV. Diferenciacion de las funciones de una variable

V. Aplicaciones de las derivadas para investigacion del comportamiento de la funcion
VI. Aplicaciones geométricas y mecénicas de la derivada

Prerrequisitos

e Teoria de conjuntos.
e Simbolos logicos.

e Trigonometria.

e Algebra.

e Geometria.
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2. Objetivos

e Obtener los conocimientos basicos para el estudio sucesivo de las matematicas.

e Entender e interpretar los conceptos del Calculo Diferencial.

e Dominar los métodos del Calculo Diferencial para aplicarlos para resolver los
problemas geométricos y de otras ciencias.

3. Justificacion

Los conceptos fundamentales del Célculo Diferencial estan presentes en la vida
diaria y muchas personas efectiian operaciones intelectuales de acuerdo con tales conceptos
en las 4reas fisicas, bioldgicas, econdmicas, politicas y sociales que estan caracterizadas por
cambios continuos. El Célculo Diferencial es una base importante para todas las asignaturas
matematicas: Caélculo integral, geometria integral y diferencial, teoria de ecuaciones
diferenciales e integrales, métodos de los calculos, andlisis funcional, teoria de la medida,
teoria de funciones de variables reales y complejas, fisica de matematicas, célculo de
variaciones, etc.

Todo el Calculo Diferencial se puede reducir a su concepto fundamental, la razén de
cambio. Determinar razones de cambio de procesos continuos es muchas veces mas
importante que estudiar tales procesos. Siempre que dos magnitudes (variables) estan
conectadas mediante una relacién funcional (funcidn), se puede estudiar el cambio relativo
de una de ellas con respecto a la otra. Ciertas razones de cambio tienen nombres especiales:
La razén de cambio del tamafio de una persona se llama tasa de crecimiento. La razon de
cambio de la posicion de un vehiculo con respecto al tiempo se llama velocidad. La razon
de cambio de la temperatura de un liquido se llama velocidad de enfriamiento y
calentamiento. En la economia se estudia la razén de cambio del indice de precios a nivel
nacional. Una importante razon de cambio es también la tasa de natalidad de una nacion,
que escribe el incremento de la poblacion.

El concepto de funcion es uno de los conceptos mas importantes en la matematica y
sus aplicaciones. El concepto fundamental del Célculo es el limite. Sin duda, desde el punto
de vista logico, la derivada, como la integral pueden definirse rigurosamente como limites.
Sin embargo, los conceptos fundamentales del Calculo, como funcion, limite, derivada e
integral, se aprenden mejor a través de sus aplicaciones. Por eso, una forma de dominar el
Calculo consiste en resolver problemas. La resolucion de un gran numero de problemas de
la ciencia estd relacionada con la determinacién de valores maximos o minimos de una
funcion de varias variables.

La guia contiene una variedad de problemas, la resolucion de los cuales puede ayudar
al alumno a aprender mejor los métodos del Célculo Diferencial. Las matematicas pueden
considerarse, en un principio, como una variedad de la logica precisada y perfeccionada y
siempre serd para los cientificos como una lengua exacta y bella, un medio de expresion de
ideas y un método de pensamiento.
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Entender y aplicar los conceptos principales del Célculo Diferencial (Funcion, limite,
Continuidad, Derivada) para investigar el comportamiento de las sucesiones y

funciones.

Aplicar los métodos para calcular limites y derivadas.
Construir las graficas de las funciones explicitas en coordenadas rectangulares
aplicando las propiedades del limite y de la derivada.

Resolver problemas geométricos y fisicos aplicando la derivada.
Aplicar aproximaciones con base en las propiedades de la diferencial.

5. Estructura

|

Concepto de Funciéon
de una variable

Paridad Periodo Dominio

Limite Funciones notables

Y

QGraficas

Asintotas Continuidad Derivada
Concavidad Monotonia Extremos tierencia
i6 : Férmula
Graficacion de funciones Regla de de Taylor
L Hospital.

Aplicaciones en Ciencias
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Contenidos Desglosados

L.

II.

I1I.

IV.

Funciones de una variable.

1.1. Concepto de la funcion de una variable. Dominio y contradominio. Propiedades de
las funciones de una variable (monotonia, crecimiento, valores minimo y maximo,
asintotas).

1.2. Puntos caracteristicos (nulos, minimos, maximos). Intervalos de signo constante.

1.3. Funcioén inversa. Funcion compuesta. Funciones explicitas e implicitas. Funciones
pares e impares. Funciones periodicas. Funciones paramétricas.

1.4. Representacion grafica de las funciones. Funciones elementales (lineal, cuadratica,
polinomiales, racionales, irracionales, trigonométricas, logaritmica, exponencial,
circulares inversas, hiperbdlicas, hiperbolicas inversas, y=E(X), Yy =E{x},

y =sgn(X).

1.5. Construccion de graficas por transformacion de grafica de la funcion y = f(X):
y:‘f(x): yzf(|x|)9 y:f(X)+C, y:f(X+C)9 y:f(_x)v y:_f(x)v
y=cf(x), y=f(cx).

1.6. Funciones en el sistema de coordenadas polares I = r(¢).

Limite de una funcidén de una variable.

2.1. Definiciones del limite (Heine, Cauchy).
2.2. Algebra de limites.
2.3. Limites infinitos, al infinito.
2.4. Limites laterales.
2.5. Condiciones necesaria y suficiente de la existencia del limite.
2.6. Clasificacion de infinitésimos e infinitos.
2.7. Limites de las funciones monotonas. Criterio de Cauchy de existencia del limite.
1 X
2.8. Limites notables lim%; lim(1+ X)x; lim[l—i-lj .
X=>0 X X—0 X—>00 X
2.9. Célculo de limites.
2.10. Asintotas.

Continuidad de una funcioén de una variable.

3.1. Definicion.
3.2. Puntos de discontinuidad.
3.3. Propiedades de las funciones continuas.

Diferenciacion de las funciones de una variable.

4.1. Definicion de derivada.

4.2. Incrementos y diferenciales.

4.3. Sentido geométrico y fisico de la derivada y la diferencial.
4.4. Diferenciabilidad y las reglas de derivacion.



4.5.
4.6.

4.7.
4.8.
4.9.
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Derivacion por medio de tablas de las derivadas de las funciones principales.
Derivacion de las funciones algebraicas, trigonométricas y circulares inversas,
exponenciales y logaritmicas, hiperbolicas e hiperbolicas inversas.

Derivacion de las funciones compuestas.

Derivadas de las funciones implicitas, paramétricas e inversas.

Derivadas y diferenciales de orden superior.

V. Aplicaciones de las derivadas para investigacion del comportamiento de la funcion.

5.1.
5.2.
5.3.
5.4.
5.5.
5.6.

Teoremas del valor medio.

Regla de L’ Hopital.

Formula de Taylor.

Extremos de las funciones.

Concavidad. Puntos de inflexion.

Construccion de las graficas de las funciones por sus puntos caracteristicos.
Esquema de investigacion del comportamiento de la funcion.

VI. Aplicaciones geométricas y mecanicas de la derivada.

6.1.

6.2.

Ecuaciones de la tangente y la normal. Angulo entre curvas. Segmentos,
relacionados con la tangente y la normal, para el caso de coordenadas
rectangulares y para el caso de coordenadas polares.

La ley del movimiento de un punto material. Velocidad.

6. Evaluacién

La calificacion final se integrard de acuerdo a los puntos obtenidos seglin la siguiente

rubrica:
e Asistencia 5
e Discusiones 10
e Tareas I-V 20
e Problemas de aplicacion VI 25
e Glosario 10
e Examen 30

En caso de estudio independiente, como es el caso del propedéutico, la acreditacion
solamente estd sujeta a acreditar el examen global.

Criterios de evaluacion

o El procedimiento completo y correcto de solucion (sin argumentacion) - 50% de los
puntos asignados al problema.

o La argumentacion correcta de cada paso en solucién de problema - 50% de los
puntos asignados al problema.
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Para argumentar la solucion tiene que definir e interpretar los conceptos, formular
teoremas y reglas que vienen en la lista del Glosario. Respuestas correctas, sin los
procedimientos de solucidén no se aceptan.

7. Cronograma de actividades criticas

Los contenidos pueden ser estudiados en un curso a lo largo de cinco semanas, pero se
planea, en caso de ser necesario, la posibilidad de agregar una sexta semana para actividades
de recuperacion. Para el caso de estudio independiente, cada estudiante puede determinar su
propio ritmo de avance, pero se recomienda seguir las instrucciones mencionadas.

Tareas. Deberan presentarse a lo largo de cada semana, a mds tardar deben ser
entregadas el viernes correspondiente. Los referentes corresponden a como aparecen en el
apartado 9, Cuestionario.

Las argumentaciones en solucion de problemas deberan discutirse en el foro de discusion
correspondiente y cada uno debera hacer comentarios a las soluciones de los demas
participantes.

Cronograma
e la. semana: Cuestionario: I. Problemas 1.1 - 1.5.
e 2a.semana: Cuestionario: II. Problemas 2.1 - 2.3.
e 3a. semana: Cuestionario: III. Problemas 3.1 - 3.3.
e 4a. semana: Cuestionario: IV. Problemas 4.1 - 4.11.
e 5a.semana: Cuestionario: V. Problemas 5.1 - 5.20.
e 6a. semana: Cuestionario: Problemas de aplicacion en el apartado 11, 6.1 - 6.23.
e Examen Global, de ser necesario.
e Entregar al final del curso: Glosario: Se recomienda construirlo a lo largo del

desarrollo del curso y capturar en la computadora cada uno de los términos a fin de
facilitar su ordenamiento y posibles revisiones.

8. Actividades de estudio

Se recomienda primero estudiar la parte correspondiente, a cada capitulo y construir el
glosario, de manera que represente la propia base minima de conocimientos. Una vez
concluido el trabajo anterior puede abordarse la parte 9, donde se indican problemas de
aplicacion, que pueden incluir cualquier tema de los contenidos, ya que tienen como
objetivo, lograr su integracion. Al terminar lo anterior, puede intentarse la autoevaluacion.
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9. Cuestionario

I. Funciones de una variable.

1.1. Determinar cudles de las siguientes funciones son pares y cudles impares:

1.2.

1.3.

1
3)y:1n1+x

l)y:;(ax+a‘x) Dy =J1+x+x> —J1-x+x

Demostrar que cualquier funcion f(x), determinada en el intervalo -I<x<lI, puede
representarse como la suma de una funciodn par y otra impar.

Demostrar que el producto de dos funciones pares o de dos impares es una funcién par,
mientras que el producto de una funcién par por otra impar es una funcion impar.

1.4. Determinar cuales de las siguientes funciones que se enumeran a continuacién son
periodicas y hallar el periodo minimo T de las mismas:
. 1
1)y =10sin(4x) 2)y = tan*(3x +1) 3)y = cos —
X
1.5. Hallar la inversa X = x(y) de la funcion y = f (X) y determinar su dominio:
1y =2x+3 2)y =2*" )y =x>-1
II. Limite de funciones de una variable (no usar la regla de L’Hopital).
2.1. Hallar los limites:
. 1+ x? - 2
1)lim 2)lim % 3Hlim > X
xow 3IX—1 xow 2X7+1 xom 2X"+1
— 2 — J—
Aylim =YX 5)lim X2 X=X 6)lim—= "2
X—>0 X X—© 1—2X x—»2 X —2X+l
X+2
7)liml—\/3x+1 8)lim arcsen2x 9)lim(x_1j
X—0 X x—0 X x—o\ X 41
. ! . x Y . Ccos3X—cos7X
10)lim(1 + 2x)x 11)lim| 12)lim .
x—0 xow \2X+1 x—=0 X
13)lim X! 14)lim = 6%8% 15)lim Y X1 =L
o1 3521 x>0 X x>0 In (1+3x)
*_ In(1-2x —
16)lim &——1 17)1imM 18) lim — 2
x>0 tan X x=0  tan 3X x>2 X7 =2x+1
1 e X X
19)lim(cos x)¥ 20) lim( x)x-! 21)lim
)x—>0( ) )x—>1( ) )Xﬁoo(zx_lr_lj
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m 2 X 2
22) lim X1 23) lim XX 4 24) lim 2—%
x—1 X" —1 x>-4 X+ 4 Xx—2 X —
25)lim X2 F2X =3 26)lim > 27)lim X2 =V =X
x> 3fx -2 x>0 SENX X2 2-x

2.2. Determinar el orden infinitesimal respecto a X, cuando X — 0, de las funciones:
1) f(X)=1-cosX 2) f (x) = 3sen’x* — 5%’ NfF(X)=/4-x*+x> -2

2.3. Hallar las asintotas de las curvas dadas:

2 4 2
pyo X gy e )
N X 3x* +8

III. Continuidad de una funcion de una variable.

3.1. Hallar los puntos de discontinuidad de las funciones siguientes y determinar el tipo de

discontinuidad:
1-x°,x<0 s 0
X X <
Dy =1(x-1F,0<x<2 y=1¢ "%
X—1Lx>0
4-X2<X
J,
_ X+2 __
3y = I)EX ! 4)y = arctan ! 5)y=2 : !
e -1 X— —
22 4+

3.2 Encontrar todos los valores a para que la funcion y (x) sea continua:

0+0M4-x¢0 arcsenx-cotX, Xx#0 X S X#£0
Dy = x 2)y = @ 0 3)y =4 In(1+2x)
a, x=0 > AT a, x=0

3.3 Averiguar si son continuas las siguientes funciones:
1)y=lim(l—X2”) 2)y = lim X arctan nx 3)y =limY1+ x>  4)y =limcos*" X

IV. Diferenciacion de las funciones de una variable.

4.1. Hallar y'= Ahm0 iy para las funciones:
x—>0 AX

Dy=x/x  2)y=3  3)y=Inx  4)y=senx S)y:l
X



147

4.2. Encontrar todos los valores o y B para que la funcién y(X) sea diferenciable:

ox+B; x<1 a+px’; X <1 arctanax |X <1
" X', x>1 » )1(, X =1 & sign(x)+X21, X >1

4.3. Investigar la diferenciabilidad de las siguientes funciones:

Dy =

2¥ -2 ‘Z)y:x\x\ 3)y:‘x2—5x+6‘ 4)y = |z — X/senx

4.4. Hallar las derivadas de las funciones explicitas:

12
. 1 1-x° 1
)y = (a+bx) 2)y:[\/x +—;j 3)y =3 o~ 4)y=cos;

5)y = 2%™ 6)y = arcsen1 2x

X2

7)y:ln1n§ 8)y = x"*

4.5. Hallar la derivada X', si:

2
l)y:2x—&2sx,03x3n 2)y=x+e" 3)y=x+Inx,x>0 4)y:1X—2,x<0
+ X

4.6. Hallar la derivada y'= gy de las funciones implicitas:
X

=1 2 Ix+.Jy =2 3)y® =2px 4y /x> +y* = arctanz

2

x>y
Dae "y

4.7. Hallar las derivadas y'= jy de las funciones paramétricas:
X

=e™ =acos’t
Dy = X e3 —oo<t <400 2)y = X cost te(O;zj
y=t y =bsen't 2
=¢' X =a(l-cost
3)y = X etCOSt —o <t <+ 4)y = ( ) -0 <t<+00
y =e'sent x =b(t—sent)

4.8. Hallar las derivadas y'= jy de las funciones dadas en coordenadas polares:
X

1)I’=a(l+cos¢>), q)e(O;Z;[j 2)r =aep, 4;<(p<27z 3)r=e?, —%<qp<—

4.9. Hallar la derivada n-ésima de las siguientes funciones:

Dy=senx  2)y=e* 3)y =In(fax+b)  4)y= b 5)y =

1+ X AJ1=2X
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4.10. Hallar las diferenciales d’y de las siguientes funciones:

X =acost
Dy = x\1+x? 2)e™ =x+y 3)y={ bsent 4)r =a./cos2gp, 0<(p<%
y = bsen

4.11. Calcular aproximadamente:
/65 2)In0.9 3)cos151° 4)e"?

V. Aplicaciones de las derivadas para investigacion del comportamiento de la funcion.

5.1. En el segmento de la parabola y = x> comprendido entre los puntos A(1,1) y B(3,9)
hallar un punto cuya tangente sea paralela a la cuerda AB.

5.2. Determinar los intervalos de decrecimiento y crecimiento de las funciones:
1

Df(x)=4x> —21x> +18x+7 Df(X)=1-4x-x> 3)f(x) =2*!

5.3. Encontrar todos los valores a para que la funcion f(X) sea creciente para todo el
intervalo (—oo;+o0):

Df(x)=x>—ax 2) f(x) = (8a - 7)x — asen6x — sen5x
a’ -1

3) f (X) = ax — senx 4)f(x) = x* +(a—1)x* +2x

5.4. Averiguar los extremos de las funciones siguientes:
Dy =(x-5)" 2)y =2senx+cosX2X  3)y = X —2arctan X

5.5. Sea la ecuacion f(x) = x(x+1)(x+2)x+3). Demostrar que la ecuacion f'(x)=0
tiene tres raices reales.

5.6. La ecuacién e* =1+ X evidentemente, tiene una raiz, X = 0. Demostrar que esta
ecuacion no puede tener otra raiz real.

5.7. La funcion f(x)=1-3/x*> tiene dos raices X, =—1y X, =1. Explicar ;por qué
f'(X) # Opara X € (— 1,1)?

5.8. La funcion f(x) tiene la derivada finita f'(X) en cada punto del intervalo (a,b), finito o
infinito, y limo f(x)= li{)no f (X). Demostrar que f'(c) = 0, donde C e (a,b).

5.9. Demostrar que la ecuacion P, ,,(X) =0 tiene por lo menos una raiz real.
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5.10. En el segmento de la parabola y = x> comprendido entre los puntos A(1,1) y B(3,9)
hallar un punto cuya tangente sea paralela a la cuerda AB.

5.11. Calcular los limites siguientes, aplicando la regla de L’Hopital:
. X—Senx .er™ —e* . 2 . 1
Dlim——— 2)lim " 3)lim hi(x 8) 4) 11m( — zj

x>0 tan X —X x>0  SEeNnX — X x->3 2X°=5X+3  x-»0 \ XarctanX X

5.12. Desarrollar las funciones siguientes en potencias de (X — X, )k :

DEX)=-/x, X, =1, k=4 2)f(x)=In(2x+1), x, =;, k=10

5.13. Aplicando la formula de Taylor hallar los valores aproximados con exactitud hasta
107
D5 2)cosd e

5.14. Determinar los intervalos de crecimiento y decrecimiento de las funciones:

D F(X) = 4% —21x% +18x+7 2)f(x):X2 3)F(x) = /8x2 — x*

X -

5.15. Determinar todos los valores a para que la funcion f(X) sea creciente para todo el
intervalo (—o0,+0) :

a’—1

Df(x)=x>—ax 2)f(x)= x> +(@a—1)x> +2x  3)f(x)=ax—senx

5.16. Averiguar los extremos de las funciones dadas:
3
X

; e‘x‘
X" +3

1) f(x)=x-2arctanx 2)f(x)=

3)f(x) = (x+ 2)ei 4)f(x)=|x* -1

5.17. Demostrar las desigualdades siguientes:
2

1)x+122, x>0 2)e*>1+x x#0 3)x—X2<ln(1+x)<x, x>0
X

5.18. Determinar los minimos y maximos absolutos de las funciones dadas en los intervalos
que se indican:

Hy=Xx-2InX, XE[;;G:| 2)y = 2senx + sen2x, X€|:0;327[:|

5.19. Hallar los intervalos de concavidad y los puntos de inflexion de las graficas de las
siguientes funciones:

x—1 1
Dy =2x*=3x* +x-1 )y =31-%° 3)y:7 4)y = 4x* e
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5.20. Investigar el comportamiento de las funciones dadas y bosquejar sus graficas
utilizando s6lo los datos de investigacion:

a) Dominio de la funcion.
b) Puntos de discontinuidad y el comportamiento de la funcion en la cercania de estos
puntos.
¢) Asintotas.
d) Puntos de interseccion con los ejes.
e) Intervalos de signo constante.
f) Puntos minimos y maximos.
g) Intervalos de monotonia.
h) Puntos de inflexion.
1) Intervalos de concavidad (hacia arriba, hacia abajo).
j) Bosquejo de la gréfica.
Dy =2x*-3x*+x-1 2)y=31-x> 3)y= arcsen1 2x

+x2

4)y = ;—Zarctanx

10. Glosario
Escriba una definicion apropiada para cada concepto:

Funcidén de una variable.
Dominio y rango de una funcion.
Intervalos cerrados, abiertos y semiabiertos.
Incremento del argumento e incremento de la funcion.
Pendiente de una recta.
Periodo de la funcion.
Funcion par (impar).
Funcion acotada superiormente (inferiormente)
Cota superior (interior).

. Funcion implicita.

. Funcién paramétrica.

. Funcion inversa.

. Funcién invertible.

. Entorno de un punto.

. Limite de una funcién de una variable.

. Condiciones necesaria y suficiente de la existencia del limite de la funcién
en el punto.

17. Asintota de la grafica de una funcion.

18. Funcién continua en el punto (sobre un intervalo)

19. Derivada.

20. Tangente a la grafica de una funcion.

21. Sentido geométrico de la derivada.

22. Sentido fisico de la derivada.

23. Funcion creciente (decreciente)

24. Funcién monotona.

WX R WD —

— e e e e e
NN kAW — O
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25. Punto maximo (minimo) de la funcion.

26. Minimos y maximos absolutos de funciones.
27. Punto de inflexion de una curva.

28. Concavidad hacia abajo (arriba) de una curva.
29. Diferencial de una funcién de una variable.
30. Sentido geométrico de la diferencial.

31. Sentido fisico de la diferencial.

11. Problemas de aplicacion
VI. Aplicaciones geométricas y mecanicas de la derivada.

6.1. Escribir las ecuaciones de la tangente y la normal a las curvas siguientes en los puntos
que se indican:

X2 y2 X =tcost 7~ 2 7[\/5
Dy=-+5-x*, x=1 2)=—-2-=1, M(x,, 3 M| —=, 2=
)y ="/ ) 5y (%. ) ){y:tsem L < g J
6.2.  Hallar el 4ngulo entre las curvas dadas en el punto de interseccion:
Y, =x=x’ =/2sen = x> _1
D yl =5X 2){ y f | 3) ylz 4) 4 X
2 y, =~/2cosX y, =X y, =/
6.3. Hallar el 4ngulo entre la derivada izquierda y la derivada derecha en los puntos que
se indican:
= X#0
Dy=Ix, M(0,0) 2)y=x>, M(0,0) 3)y={|iex M (0;0)
0, x=0

6.4. La ley del movimiento de un punto sobre el eje Ox es X =3t —t*. Hallar la velocidad
del movimiento de dicho punto para los instantes t, =0, t, =1y t,=2 (Xsedaen

centimetros; t, en segundos).

6.5. La ley del movimiento de un punto material, 4 ¥
lanzado en el plano vertical xOy, formando un
angulo o respecto al horizonte, con una
velocidad v,,, viene dada por las formulas (sin

tomar en consideracion la resistencia del aire) o X

gt’ ") A
X =V, cosa, y:vosena—T,

L J
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6.6.

6.7.

6.8.

6.9.

6.10.

6.11.

6.12.

6.13.

6.14.

6.15.

donde t es el tiempo y g la aceleracion de la fuerza de gravedad. Hallar la trayectoria
del movimiento y su alcance. Determinar también la magnitud de la velocidad del
movimiento y su direccion.

Por el eje Ox se mueven dos puntos que tienen respectivamente las leyes del
2

. t . .
movimiento X =100+ 5t y x = ER donde t > 0. ;Con qué velocidad se alejaran estos

puntos, el uno del otro, en el momento de su encuentro (X se da en centimetros; t, en
segundos)?

Los extremos de un segmento AB = 5m se v
deslizan por las rectas perpendiculares entre si
Ox y Oy. La velocidad de desplazamiento del

. m . .
extremo A es igual a 2—. ;Cual serd la
S

velocidad de desplazamiento del extremo B en
el instante en que el extremo A se encuentre a X
una distancia OA = 3m del origen de A
coordenadas?

¢En qué punto de la parabola y*> =18x la ordenada crece dos veces mas de prisa que la
abscisa?

Determine la altura y el radio de un cilindro de volumen méximo inscrito en la esfera
de radio igual a R.

Determine la altura y el radio de un cilindro de mayor superficie lateral posible
inscrito en la esfera de radio igual a R.

(Cual de los cilindros de volumen dado V tiene menor superficie total?

Dividir un nimero positivo a en dos sumandos, de tal forma, que su producto sea el
mayor posible.

Inscribir un rectangulo de la mayor area posible en el segmento de la parabola y*= 2px
cortado por la recta X = 2a.

Halar el punto de la curva y = " ! en el que la tangente forme con el eje OX el
+

x2’

angulo de mayor valor absoluto posible.

Un recipiente abierto estd formado por un cilindro, terminado por su parte inferior en
una semiesfera; el espesor de sus paredes es constante. ;Qué dimensiones debera
tener dicho recipiente para que, sin variar su capacidad, se gaste en hacerlo la menor
cantidad de material?



6.16.

6.17.

6.18.

6.19.

6.20.

6.21.

6.22.

6.23.
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De una hoja circular hay que cortar un sector tal, que enrollado nos dé un embudo de
la mayor capacidad posible.

Determinar el radio de la base de un cono circular recto, con menor volumen posible,
circunscrito en torno a un cilindro circular recto de radio R y la altura H. Los planos y
centros de las bases circulares de cono y cilindro coinciden.

Determinar el radio de la base de un cono circular recto, con mayor volumen posible,
inscrito en una esfera de radio R.

En el plano de coordenadas se da un punto, M(a,b), situado en el primer cuadrante.
Escribir la ecuacion de una recta que pasa por este punto y forma con los ejes de
coordenadas un triangulo con menor area posible.

Determinar las dimensiones de un rectangulo con la mayor area posible inscrito en
una elipse con los ejes 2a y 2b. Los lados del rectangulo son paralelos a los ejes de la

elipse.

Determinar el radio de la base de un cono circular recto, con menor volumen posible,
circunscrito en torno a una esfera de radio R.

Determinar la altura de un prisma triangular regular con el volumen méximo posible
inscrito en la esfera de radio R.

Determine la altura y el lado de la base cuadrada de un prisma regular de mayor
superficie lateral posible inscrito en la esfera de radio igual a R.

12. Autoevaluacion

1. Determine la verdad o falsedad de las siguientes afirmaciones. Argumente su respuesta.

a)

Cualquier funcion continua en un punto es diferenciable en este punto.

b) Cualquier funcidén determinada en un punto es continua en este punto.

c)

Si en un punto la derivada de una funcion es igual a cero entonces en este punto la
funcioén tiene extremo (maximo o minimo).

d) Siuna funcidn tiene extremo en un punto entonces es diferenciable en este punto.

Si una funcidon es creciente en un intervalo entonces su derivada también es
creciente en este intervalo.

Si f(X) > y g(X) > o cuando X — oo, entonces siempre
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lim@ = limw.
X—>00 g(x) X—>0 g (X)

2. Considere la funcion continua f(x) sobre un intervalo abierto (a,b), x € (a, b) y

fim T 00

X—=>Xp X — X0

Para la afirmacion dada, escriba un ejemplo de funcidon y construya el bosquejo de su
grafica en las proximidades de X, .

3. Construya la grafica de una funcion f(X) que satisfaga las siguientes condiciones:
f'(-3)=f'0)=f'3)=0, f'(x)>0 Vx:0<|x <3, f'(x)<0 Vx:|x>3.

4. Dividir un nimero positivo dado a en dos sumandos, de tal forma, que su producto sea
el mayor posible.

5. Investigar el comportamiento de la funcién y = 2x+33/x* y bosquejar su grafica
utilizando s6lo los datos de investigacion (problema 5.20 p. 149).

6. Hallar los limites (sin aplicar la regla de L’Hopital):

. in 5X : .
Dlim - S7X limx(/x*~1-x)  3)lim(x)e
X—0 11’1(1 - X) X—>o0 x—1
. ., 1 . ., . Ay
7. Hallar la derivada de la funcion y = —- aplicando la definicion y'= Ahrn0 v
X—> X

8. Hallar la derivada de la funcion

y = 2°°sx(x2 lnx—m)
</x* +1 +arctan X ‘

9. Hallar la derivada n-ésima de la funcion

y= .
X — X?

1 . .
10. Hallar el angulo entre las curvas y, =— e Yy, = Jx enel punto de interseccion.
X
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Relacién de contenidos y sus paginas de referencia

(1] [2] (3]

90-97 104-108 | 426-427 | 94-101

116-244 428-436 | 143-149

223-235 436-440 | 101-116 237-239

235-238 440-442 | 120-123 240-247

247-266

244-245 117-120

246-247 124-126

276-289 443-445 | 163-177 110-113 239-240

159-163

269-276 442-443 107-109 242-245

296-299 | 135-149 | 445-446 | 127-128 77-82 243-245

300-303 128-130 83-86

303-321 446-447 | 136-159 53-61 86-107

330-339 | 150-187 | 448-449 | 177-187 62-68 103-125 | 114-124 251-256 | 98-99

348-358 450-451 | 190-193 68-79 126-128 258-261 | 102-104

451-455 99-100 107-115

491-500 | 202-204 79-110 124-130 261-274 | 161-163

361-368 196-202 80-83 129-134 | 126-139 262-263 | 136-141

358-375 | 171-172 193-196 85-107 134-143 | 127-128 271-272 | 119-175

376-382 455-456 | 204-212 116-123 135 104-106

339-346 | 151-159 449 184-187 124-128 | 141-143 | 117-124 277-280 | 122-124

346-348 449-450 | 187-190 123-124 | 169-192 185

150-154 477-487 | 243-251 173-194 | 144-154 | 159-164 280-287 | 203-217

251-258 195-201 | 155-164 | 165-168 287-291 | 191-193

477-487 | 242-269 207-217 173-178 291-294
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