Ejercicios de ecuaciones diferenciales ordinarias

TIPO | .- Cuando se tienen raices reales y distintas
Se tiene la siguiente ecuacion diferencial ordinaria

ﬁ + 39 +2v=4
ar’ dt
con las condiciones iniciales v(O) =0y v'(O) =1
1.- Se propone la solucién de la forma
. v(t) =k e +k,e ' +k,
2.- Se resuelve primero la particular sustituyendo v, (t) =k, en la ecuacion diferencial ordinaria

. dzv(k3)+3dv(k3)

0 0 +2v(k3)=4
Como la primera y segunda derivada de una constante es cero, se llega a la solucion
e k,=2
3.- Se plantea la solucion homogénea utilizando la solucién particular y las condiciones iniciales
e v (t) = kle'2‘+ k,e"'+2 v, (0) = kle_2(0)+ k, 942-0
o vV (t) = —2kle'2‘— kze'I v (O) = —2kle_2(0)— K, e_(o) =1
. . . . kl + kz =-2
De aqui se obtiene el sistema de ecuaciones
-2k -k, =1

Resolviendo este sistema de dos incognitas se llegaa: k, =1y k, =-3.
Por lo tanto la solucién final es: v(t) =e?-3e'+2

4.- Comprobar el resultado; para esto se utiliza la funcion resultante y sus derivadas y se sustituyen en la ecuacion

v(t) =e?-3e'+2 v'(t) =-2¢'+3¢™" v”(t) =4e* -3¢
?+32}+2v=4 (4e-3¢7)+3(-2%+3¢™ ) +2(e -3¢ +2) =4
4o -3¢ -6 +9e +2e -6 +4=4 4=4

TIPO Il .- Cuando se tienen raices repetidas
Se tiene la siguiente ecuacion diferencial ordinaria

d—zr+4@+4v = 3cos(t)
dt dt
con las condiciones iniciales v(O) =1y v'(O) =2.
1.- Se propone la solucién de la forma
o v(t) = kle'2t+ kzte'2t+ Acos(t) + Bsin(t)
2.- Se resuelve primero la particular sustituyendo vp(t) = Acos(t) + Bsin(t) en la ecuacion diferencial ordinaria
d’ (Acos(t); Bsin(t)) 4 d(Acos(t) + Bsin (t)) . 4(Acos(t) +Bsin (t)) _ SCos(t)
dt dt
(—Acos(t) - Bsin(t)) +4(—Asin(t) + Bcos(t)) +4(Acos(t) + Bsin(t)) = SCos(t)
De aqui se obtiene el sistema de ecuaciones
(-A+4B+4A)cos(t) = 3cos(t)
(-B-4A+4B)sint) = 0sin(t)
Resolviendo se llega a la solucién

N,
25 25
3.- Se plantea la solucion homogénea utilizando la solucidn particular

LA (t) = kle'2t+ kzte'2t+ Acos(t) + Bsin(t)




e V) (t) = —2k1e'2t+ K, e - kzte'Zt— Asin(t) + Bcos(t)
Se plantea el sistema de ecuaciones utilizando las condiciones iniciales

e vV (O) = kle_2(0)+ K, (O)e_z(o)+ Acos(O) +Bsin (0) =1
e vV (0) = —2k1e_2(0)+ K, e_z(o) -k, (O)e_z(o) - Asin (0) + Bcos(O) =2

) ) ) k,=1-A
De aqui se obtiene el sistema de ecuaciones
-2k, +k,=2-B
. . . 70
Resolviendo este sistema de dos incdgnitas se llega a: K, = %5 y k, = %5

16 70 9 12
Por lo tanto la solucion final es: v(t) = 2—5e'2‘+ 2—5te‘2‘+ 2—5cos(t) + 2—5sin(t)

4.- Comprobar el resultado; para esto se utiliza la funcion resultante y sus derivadas y se sustituyen en la ecuacion
v(t) = kle'21+ kzte'2t+ Acos(t) +Bsin (t)
v’(t) = —2kle'2t+ K, e - 2k2te'21 - Asin(t) + Bcos(t)
v”(t) = 4kle'2t -2k, e’ - 2k, e+ 4k2te'2t- Acos(t) - Bsin(t)

2
d—:+4@+4v= 3COS(t)
dt dt

(4, e~ 2K, e - 2K, e+ Ak te™ - Acos(t) - Bsin(t)) +

4(-2k e+ K e - 2K te® - Asin(t) + Beos (1)) + 4(k e+ K te ™+ Acos(t) + Bsin(t)) = 3cos(t)
(4K, - 2k, - 2k, -8k, +4k, + 4k, ) e+ (4k, - 8k, + 4k, ) te™

+(-A+4B+4A)cos(t) +(~B - 4A +4B)sin(t) = 3cos(t)

Sustituyendo los valores de los coeficientes se llega a:

(0)e-2+(0)te-2 (3)cas(t)+ (o) in{t) =3cos(]

TIPO 1l .- Cuando se tienen raices complejas conjugadas
Se tiene la siguiente ecuacion diferencial ordinaria
dv . dv

F+25+2v=4e'3t
t

con las condiciones iniciales v(O) =0y v'(O) =0.
1.- Se propone la solucién de la forma
. v(t) - k1 e(—l+li)t+ kz e(—l—li)t_l_ k3 o3
o v(t) = kle'ten+ K, ele+ k3e'31
o v(t) = kle't (cos(t) + isin(t)) +kK, e (cos(l) - isin(t)) + k3e'3t
o v(t) =e’ (kl + kz)cos(t) +e (ik1 - ikz)sin(t) + kse_3t
o v(t) =k, e'tcos(t) + kse'tsin(t) + k3e'3t
2.- Se resuelve primero la particular sustituyendo v, (t) = k3e'3t en la ecuacion diferencial ordinaria
. d’ (z;e-st) ) d(k;te-&) +2(k3€_3t) — 4o
9k,e* -6k e +2k, e =4e™
Resolviendo se llega a la solucién
4

o k3:—

3.- Se plantea la solucion homogénea utilizando la solucién particular
LA (t) =k, e'tcos(t) +k, e'tsin(t) +K, e™



o V) (t) =-k, e'tcos(t) -k,e™ sin(t) -k, e'tsin(t) +K, e cos(t) -3k, e
Se plantea el sistema de ecuaciones utilizando las condiciones iniciales

* W (O) =k, e cos (0) +K, e Usin (0) +k, =g
e V) (0) =-k, e_(o)cos(O) -k, e Osin (O) -k, e Osin (O) +k, e_(o)cos(O) -3k, 49 2

k, =-k
De aqui se obtiene el sistema de ecuaciones :
-k, +k, =3k,
. . L 4 8
Resolviendo este sistema de dos incognitas se llega a: kK, = G y k= 3

_ 4 8 . 4
Por lo tanto la solucion final es: v, (t) = —ge cos(t) +§e sm(t) +§e
4.- Comprobar el resultado; para esto se utiliza la funcion resultante y sus derivadas y se sustituyen en la ecuacion
v(t) =Kk, e'cos(t)+ k. e sin(t)+ Kk e™
(1) (1) ke sin(t) + k,
v'( ) =-k,e cos( )— K, e'tsin(t) - kse'tsin(t) +K, e‘tcos(z‘) -3k, e
\ (t) =k, e cos(t) + k4e_1sin(t) +kK, e‘lsin(t) -k, e‘lcos(t)
+k e'tsin(t) - k5e'tcos(t) - kse‘tcos(t) - kse'tsin(t) + 9kae‘3t
d’v _dv

—+2—+2 =4e™

i’ di

e (K, -k, ~ kg~ k- 2k, + 2k + 2k, )cos(1) +

e (K, +k, +kg - kg - 2k, - 2k + 2K, )sin (1) + (9, - Bk, + 2k, )™ = 4™

e (O) cos(t) +e (O)Sin (t) + (5k3)e'3t =4¢™
Sustituyendo los valores de Ios coeficientes se llega a:

o (0)cas(1) + <" (0)sin(1) LsL g J o 4=t

Ejercicios para practicar de ecuaciones diferenciales ordinarias

TIPO.- Cuando la funcién repite una raiz
Se tiene la siguiente ecuacion diferencial ordinaria
2
d—z + 5@ +6v=3e""
dt dt
con las condiciones iniciales v(O) =2y v'(O) =0.
1.- Se propone la solucién de la forma
o v(t) = kle'2t+ K, e+ k3'[e'2I
TIPO.- Cuando no se tiene la primera derivada
Se tiene la siguiente ecuacion diferencial ordinaria
dZ
—+4v 8
ar’
con las condiciones iniciales v(O) =0y v'(O) =1.
1.- Se propone la solucién de la forma
— i2t -i2t
o v(t)— ke +k, e +Kk,
TIPO.- Cuando se tienen funciones polinomicas
Se tiene la siguiente ecuacion diferencial ordinaria
d’v _dv
— +7—+12v
dt dt
con las condiciones iniciales v(O) =1y v'(O) =1
1.- Se propone la solucién de la forma



. v(t) =k, e+ ke kP K t+k,

Ejercicios de derivadas

Se tiene la siguiente derivada

%(x%‘x cos(X)) =-x%™* sin(X) -x%™ cos(x) +3x%™ cos(x)
Se tiene la siguiente derivada

i( x%'”_i(@_vdu—udv

deWJidev)_T

d [ x%ex) ) sin(x)—(xae'x) - Xse‘x—(sin(x))

ax ()™ in (x)

g [ x%e=) ) sin(x)(SxZe x x3e'x)ﬁ(x3e'x) - x3e'xcos(x)
ax| ()~ win’ (x)

d{ xe) _ 3% X% XSE'XCOS(X)
ax\ ()~ sin[x] " sinlx) " s [x)

. _ . b b
Ejercicios de integrales - judv=uv-jvdu

a a

Se tiene la siguiente integral
b
o (X% dx
a

Se selecciona u y dv para hacer la integracion por partes
e u=x’ du = 2xdx
e dv=eTdx v=-e~

Asi se plantea la solucién como

b b b
o (‘)xze‘X dx = -x%* - (‘)(—e‘XZX)dx = -x% T+ 2)xe™ dx
a a a

Se repite el procedimiento con la integral resultante
e U=X du =dx
e dv=eTdx v=-e*
Asi se obtiene
b b (
. J.xze‘X dx = -x’e + ZI xe™*dx = -x%e™* + ZLX(—e‘X) -
a a

(—e‘x)dxj

b
a

® C——y o

b b
o X’ dx=-x%e-2xe*+2)edx = (—xze'X -2xe™* - 2e'x)
a

a
Se tiene la siguiente integral
o OXZ cos(x)dx

a

Se selecciona u y dv para hacer la integracion por partes



e u=x’ du = 2xdx
e dv= cos(x) dx V= sin(x)
Asi se plantea la solucién como
b b b
S cos(x)dx = Xzsin(x) - (‘)2XSin(x)dx = Xzsin(x) - Zf)XSin(x)dx

Se repite el procedimiento con la integral resultante
e U=X du=dx
e dv= sin(x)dx V= —cos(x)
Asi se obtlene

 Jeanfr)occanl)- o -xcosl)- fo{-ensf) |

° SXZ cos(X)dX = (X2 sin(x) + 2Xcos(X) - 2sin(X)):
Se tiene la siguiente integral
b
e (& sin(X)dX
Se seleccion; uy dv para hacer la integracion por partes
e U=yin (X) du= cos(X)

e dv=eTdx v=-e*
Asi se plantea la solucién como

o Se‘* sin(x)dx =-e* sin(x) + Se‘x cos(x)dx

Se repite el procedimiento con la integral resultante

e U= cos(X) du= —sin(X)dX
e dv=eTdx v=-g*
Asi se obtiene
b b b
e (¢ sin(x) dx =-e™* sin(x) +0e” cos(x)dx =-g¥ sin(x) -ex cos(x) -0 sin(x)dx
b b ’ '

o &~ sin(x)dx +(e” sin(x)dx =-e* sin(x) -e™* cos(x)
. 28 e sin(X)dX =-g¥ sin(x) -ex cos(X)
b

o 2pe™sin(x)dx = —%(er‘x (sinfx) + cos(x])

a



