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8 Prefacio

La capacidad de razonamiento es el factor principal en la construc-
cién de una civilizaciéon tecnologica y cientifica. Con la razén pode-
mos interpretar, aprender, deducir y predecir fen6menos naturales
para hacer cosas como curar enfermedades, construir computado-
ras y viajar al espacio.

Aunque es una habilidad inherente a la humanidad, con el paso
de los afios hemos mejorado la precision y profundidad de nues-
tros razonamientos; comprendimos que los lenguajes naturales, co-
mo el espafiol, el inglés o el francés, no son suficientes para descri-
bir situaciones complejas. Para ejemplificar esto, consideraremos
dos silogismos aristotélicos.

Silvestre es un gato.
Los gatos son mamiferos.
Silvestre es un mamifero.

Las hipotesis y conclusion anteriores parecen adecuadas. Enton-
ces, jcudl es el problema con el siguiente silogismo?

Silvestre es un gato.
Un gato puede levantar automoviles.
Silvestre puede levantar automoviles.

Después de pensarlo un poco, comprendemos que la palabra
“gato” en la primera premisa se usa para referirse a un animal fe-
lino, mientras que en la segunda se usa para referirse a una herra-
mienta hidraulica.

Las palabras de los lenguajes naturales son polisémicas (tienen
muchos significados) y adquieren diferentes connotaciones ubican-
dolas en distintos contextos. Todo esto dificulta enormemente el
uso del lenguaje natural para razonar de forma clara y precisa. Por
tal motivo, la humanidad ha trabajado durante siglos en desarro-
llar otro lenguaje, uno que permita formular observaciones exactas
y hacer deducciones rigurosas. Este lenguaje es la matematica.

Los términos matematicos pretenden lograr, en cierto contex-
to, un significado Unico, preciso y total. En general, son ideas abs-
tractas que carecen de existencia propia y s6lo son lo que su de-
finicion establece. Si quisiéramos escribir una definicion formal de
un objeto real, por ejemplo las vacas, seria sumamente dificil. Si
establecemos que las vacas son cuadrupedos, dejariamos fuera a
las que han perdido una pata o nacieron sin ella; ademas, también
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son cuadrupedos los chivos, los venados, los toros, etc. ;Qué carac-
teristicas definen con precision a las vacas? Afortunadamente, la
definicién de vaca no es indispensable ya que las reconocemos de
cualquier forma. La diferencia entre un veterinario y un matemati-
co es que el primero puede curar una vaca aunque desconozca su
definicién, mientras que el segundo no podria iniciar una teoria de
las “vacas” si no construye primero una definicién formal.

A pesar de esto, la matematica nombra sus conceptos utilizando
palabras del lenguaje natural, a las cuales asigna un nuevo sentido.
Dice el fil6sofo espaiiol José Ortega y Gasset:

Cuando el investigador descubre un fenémeno nuevo, es
decir, cuando forma un nuevo concepto, necesita darle un
nombre. Como una voz nueva no significaria nada para los
demas, tiene que recurrir al repertorio del lenguaje usade-
ro, donde cada voz se encuentra ya adscrita a una significa-
cion. A fin de hacerse entender, elige la palabra cuyo usual
sentido tenga alguna semejanza con la nueva significacion.

Es particularmente complejo encontrar la relacion entre el sig-
nificado comun de las palabras y su significado matematico. Por
ejemplo, la palabra funcion en espanol tiene los siguientes signifi-
cados:!

1) Capacidad de actuar propia de los seres vivos y de sus orga-
nos, y de las maquinas o instrumentos.

2) Tarea que corresponde realizar a una institucion o entidad, o
a sus 0rganos o personas.

3) Representacion de una obra teatral, o proyeccion de una pe-
licula.

Por otro lado, en matematicas una funcién es un conjunto de
pares ordenados cuyas primeras coordenadas son todas distintas
entre si (ver definicién 3.11). Es importante no mezclar los signifi-
cados coloquiales con el matematico: en el segundo contexto, una
funcion nunca hara referencia a una obra teatral o a la capacidad
de actuar de un instrumento.

No obstante, las definiciones matematicas tienen una historia.
La formalizacién evoluciona; se van precisando o creando nuevos
conceptos que le dan mayor alcance a una teoria. La famosa frase

IDe acuerdo con el Diccionario de la Real Academia de la Lengua Espariola, vigé-
sima edicion.
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del matematico aleman Leopold Kronecker “los nimeros naturales
los hizo Dios, todo lo demas es obra humana”puede interpretarse
como que los nameros que se utilizan para contar son tan antiguos
como la civilizacion misma, pero que la matematica ha trabajado
permanentemente en ellos hasta llegar a su axiomatizacion.

Este texto fue escrito para el curso Conjuntos y Numeros del
Centro Universitario de Ciencias Exactas e Ingenierias de la Univer-
sidad de Guadalajara. Esta dirigido a estudiantes de primer semes-
tre de la licenciatura en matematicas. Nuestro objetivo es presentar
una solida introduccion al lenguaje matematico moderno. El texto
se divide en cinco capitulos principales con los temas: 16gica basi-
ca, conjuntos, relaciones, nimeros y estructuras algebraicas, cada
uno de los cuales contiene varias secciones.

Nos enfocamos en ayudar a que el estudiante comprenda las
definiciones de los objetos matematicos tratados en cada capitu-
lo y las demostraciones rigurosas de algunas de sus propiedades.
Tomamos varias medidas para reforzar nuestro enfoque. Primero,
cada capitulo incluye una seccion titulada “Definiciones del capi-
tulo”, la cual contiene una lista de conceptos. Pedimos al lector
que, después de haber leido el capitulo correspondiente, recopile
las definiciones de estos conceptos y encuentre un ejemplo de ca-
da una. Cada seccion incluye un parrafo final de palabras clave, el
cual enlista los conceptos y teoremas relevantes de la secciéon. En el
capitulo 1 exploramos diversas técnicas que brindan al estudiante
las herramientas necesarias para entender las demostraciones de
los capitulos posteriores y resolver los ejercicios.

Agregamos una advertencia: este texto no debe leerse como uno
de historia, literatura u otra asignatura propia del bachillerato. Un
texto universitario de matematicas debe leerse asegurandose de
comprender en su totalidad cada linea. Por tal motivo, recomenda-
mos al lector hacer diagramas y notas sobre cada definicion, ejem-
plo, proposicion y teorema que encuentre. Para asimilar los concep-
tos abordados, también es importante resolver, o al menos intentar
resolver, todos los ejercicios correspondientes a cada seccion.



jPor el contrario! Si hubiese sido asi, entonces
lo seria; y siéndolo, quizd lo fuera; pero como
no fue asi, tampoco lo es asd. jEs légico!

Lewis Carroll, Alicia en el Pais de las Maravillas

Capitulo 1. Logica basica

(XX |
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Durante muchos siglos, la l6gica fue una rama de la filosofia dedica-
da al estudio del razonamiento. Aristoteles, el filosofo de la antigua
Grecia, escribi6 el primer tratado de l6gica conocido actualmente;
sin embargo, la l6gica comenz6 a aplicarse en matematicas hace
apenas cien afios con el objetivo de establecer sélidamente los fun-
damentos de la aritmética, la geometria y el analisis.

Ironicamente, este capitulo es el mas intuitivo e informal del
texto. La logica matematica es un tema complejo y sutil; en las pro-
Ximas secciones solo abordaremos algunos de sus temas mas im-
portantes.! El concepto central de este capitulo, que presentamos
en la seccion 1.1, es el de proposicion. La teoria de proposiciones
tiene dos ramas: la sintaxis, que se ocupa de su estructura y com-
posicion; y la semdntica, que se ocupa de su interpretacion y la
construccion de argumentos. Algunos conceptos relacionados con
la sintaxis son los cuantificadores y los conectivos, que estudiamos
en las secciones 1.2 y 1.3; profundizamos en la semantica de las
proposiciones en la seccion 1.4.

1.1 Proposiciones

Recordemos que en la gramatica del espafiol la unidad minima de
lenguaje para manifestar una idea, con su significado completo, es
la oracion, la cual se forma con la estructura

sujeto + predicado.

Cada parte de la estructura de una oraciéon se construye combinan-
do diversos términos. Las oraciones se dividen en las siguientes cla-
ses: declarativas, imperativas, exclamativas e interrogativas. Cuan-
do se expresa una idea completa en una oracion, cuyo predicado
afirma o niega algiin atributo del sujeto, se obtiene una oracion de-
clarativa. Esta clase de oraciones son las que abordamos en nuestro
estudio de la 16gica matematica.

Ejemplo 1.1. Consideremos los siguientes ejemplos:

1) ;Fue resuelta la ecuacion por Erika?. Esta no es una oracion
declarativa sino interrogativa.

2) Javier, apresurese con ese problema. Esta no es una oracion
declarativa sino imperativa.

1para un estudio mas completo, aunque también informal, puede consultarse
(Magnus, 2012).
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3) La raiz cuadrada de 5 es menor que 1r. Esta es una oracion
declarativa.

4) Los lados de un triangulo no son congruentes. Esta es una
oracion declarativa.

5) La geometria de Riemann es una rama de las matematicas
muy interesante. Esta es una oracion declarativa.

6) El promedio de x1,x2,--- ,xy € Res
X1 +Xp+ -+ XN
N .

Esta es una oracion declarativa.

Cada una de las oraciones anteriores se da en un contexto im-
plicito que determina la naturaleza de los términos involucrados.
Por ejemplo, la oracion 3) se da en el contexto de la aritmética de
los nimeros reales, mientras que la oracién 4) se da en el contexto
de la geometria euclidiana. Llamaremos a este contexto el universo
de discurso de la oracion.

Ahora podemos precisar la nocion de proposicion.

Definicion 1.2 (proposicidn). Una proposicion es una oracion decla-
rativa, la cual, en un universo de discurso dado, puede caracterizar-
se como verdadera o falsa, pero no puede tener ambos atributos.

En el ejemplo 1.1, s6lo las oraciones 3) y 6) son proposiciones.
Las oraciones 1) y 2) no son proposiciones porque no son decla-
rativas. La oracion 4) no es una proposicion ya que, al no precisar
el tridngulo al que se hace referencia, no es posible caracterizarla
como verdadera o falsa (es verdadera para algunos triangulos pero
falsa para otros). La oracién 5) no es una proposicion ya que no se
ha establecido una definicion universal para el término “ser muy in-
teresante”; por lo tanto, es una declaracion subjetiva, cuya verdad
o falsedad depende de gustos y opiniones.

La caracteristica de verdad o falsedad de una proposicion se
denomina valor de verdad.

Ejemplo 1.3. Consideremos algunos ejemplos:

1) Dos es un numero primo. Esta es una proposicion, ya que es
una oracion declarativa verdadera.

2) El area del circulo es mayor que el area del cuadrado. Esta no
es una proposicion, ya que no se puede determinar su valor de
verdad: puede ser verdadera o falsa dependiendo del circulo y
el cuadrado que se consideren.
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3) Siempre que x sea un numero real, se cumple que —x < 0. Es-
ta es una proposicion, ya que es una ovacion declarativa falsa.
La razon de su falsedad recae en el uso de la palabra “siem-
pre”: no es verdad porque podemos encontrar casos que la des-
mienten, por ejemplo —1 es un numero real tal que —(—1) > 0.

Las proposiciones se clasifican en simples y compuestas. Las pri-
meras se componen de términos singulares, los cuales hacen refe-
rencia a objetos particulares; actiian en calidad de nombre propio.

Ejemplo 1.4 (términos singulares). Pedro, José, 9, 1r, la constante de
Euler, la ecuacion de Laplace, etcétera.

Definicion 1.5 (proposicion simple). Decimos que una proposicion
es simple, o atémica, si esta constituida por sujetos formados por
términos singulares y un predicado con un verbo que expresa una
accion sobre dichos sujetos.

En otras palabras, una proposicion simple es aquella que no pue-
de separarse en otros enunciados y afirma algo especifico sobre un
objeto particular.

Ejemplo 1.6. Las siguientes son proposiciones simples:
1) Pedro tiene los 0jos negros.
2
3
4
5

) El area de un circulo de radio 1 es 1.
) 3 eslaraiz cuadrada de 9.

)

) 5 es un numero impar.

Las proposiciones compuestas estan conformadas por dos o
mas proposiciones simples; estudiaremos mas acerca de esto en
las proximas secciones.

Finalizaremos esta seccion con el estudio de otro concepto im-
portante. Un predicado es una expresion que establece una propie-
dad o caracteristica de algin sujeto. Como mencionamos anterior-
mente, los predicados son una parte fundamental en la formacién
de oraciones. Algunos ejemplos son: “es azul”, “es mayor que” y
“es un numero par”.

En matematicas, para hacer referencia a un predicado usamos
variables (x, v, z, w, etc.) que representan un sujeto cualquiera
dentro del universo de discurso; asi pues, el predicado “es azul”
sera denotado por

A(x) = (x es azul).
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Los predicados no son proposiciones, ya que no pueden ser carac-
terizados como verdaderos o falsos. Sin embargo, al evaluar las
variables en sujetos particulares, los predicados producen proposi-
ciones.

Ejemplo 1.7. Consideremos los siguientes ejemplos:
1) El predicado A(x) = (x es azul) evaluado en x = (cielo) pro-
duce la proposiciéon verdadera A(cielo) = (el cielo es azul).

2) El predicado P(z) = (z es un nimero par) evaluado en z = 5
produce la proposiciéon falsa P(5) = (5 es un niumero par).

3) Consideremos el predicado R(x,y) = (x < 7). Entonces
R(3,5) es una proposicion verdadera, mientras que R(7,4)
es una proposicion falsa.

Palabras clave de la seccion: proposicion, universo de discurso, va-
lor de verdad, término singular, proposicion simple, predicado.
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1.1.1 Ejercicios de proposiciones

Ejercicio 1.8. Determina si las siguientes expresiones son proposi-
ciones, predicados o ninguna de las dos. Justifica tu respuesta.
a) 5 es mayor que 9.
b) m es un niimero primo.
¢) ;Es 7 un niimero primo?
d) Un tridngulo tiene cuatro lados.
e) Los matematicos son personas inteligentes.
f) Escribe el resultado de la ecuacion.
g) Sea x un numero real mayor que cero.
h) Existe una funcion que es continua pero no diferenciable.
i) Laraiz cuadrada de z es 5.

Ejercicio 1.9. Determina el universo de discurso de las siguientes
proposiciones y escribe su valor de verdad. Justifica tu respuesta.
a) Existen aves que no pueden volar.
b) La ecuacion x — 3 = 0 tiene un numero infinito de soluciones.
¢) Laraiz cuadrada de 4 es 2 y la de 16 es 8.
d) El area de un circulo es igual a 1t por el cuadrado de su radio.
e) El nimero 6 es un multiplo de 3.
f) 32 +42 =52,
Ejercicio 1.10. Considera los siguientes términos: angulo, el circu-
lo de radio 2, 3 , humano, nimero real, el conjunto de nimeros

reales, Pedro y 73°. ;Cuales de estos son términos singulares? Jus-
tifica tu respuesta.

Ejercicio 1.11. En cada uno de los siguientes predicados, encuentra
los niimeros enteros que producen proposiciones verdaderas.

a) P(x) = (x? =16).
b) S(») = (|»] <3).
C)
d)

(z) = (z es par y primo).

R
T(w,u)=(w+u=1y2u = 6).
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1.2 Negaciones y cuantificadores

En esta seccion estudiaremos dos temas fundamentales ligados a
la construccion de proposiciones.

1.2.1 Negacion

Si P es una proposicion cualquiera, la negacion de P, denotada co-
mo ~P, es una proposicion cuyo valor de verdad es el opuesto al
valor de verdad de P. En otras palabras, si P es verdadera, entonces
~P es falsa, y si P es falsa, entonces ~P es verdadera. También se
usa comunmente el simbolo — en lugar de ~.

Ejemplo 1.12. Consideremos la proposicion
P = (4esiguala?2+2).
Entonces la negaciéon de P es
~P = (4 no esiguala?2+2).
En este caso P es verdadera mientras que ~P es falsa.

Ademas del vocablo “no”, se usa la frase “no es cierto que” para
negar proposiciones.

Ejemplo 1.13. Si
Q = (Laraiz cuadrada de 9 es 2),
la negacion de Q es
~Q = (No es cierto que la raiz cuadrada de 9 es 2).
En este caso Q es falsa, mientras que ~Q es verdadera.

Cuando el predicado de una proposicion simple se representa
mediante algin simbolo matematico, se acostumbra formar la ne-
gacion cruzando el simbolo con una raya inclinada. De esta forma,
siT =(5=4+1), entonces la negacion es ~T = (5 # 4 + 1).

La esencia de la negacion de una proposicion puede capturarse
en una tabla de verdad, la cual, en este caso, consiste en un arreglo
de dos renglones por dos columnas. En la primera columna se es-
criben los posibles valores de verdad de una proposicion arbitraria
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P | ~P
V1| F
F|V

Tabla 1.1: Negacion

(verdadero, abreviado como V; y falso, abreviado como F). En la se-
gunda columna se escriben los valores de verdad correspondientes
a la negacion de dicha proposicion asumiendo el valor de verdad
que se encuentra en el mismo renglon.

Especificamente, si P es una proposicion arbitraria, la tabla de
verdad de la negacion se muestra en la tabla 1.1.

Al negar la negacion de una proposicion P (hacer una doble ne-
gacion), obtenemos una proposicion con el mismo valor de verdad
que P. Mas adelante (en el ejercicio 1.47), veremos que las propo-
siciones P y ~(~P) son légicamente equivalentes (definiremos esta
idea en la seccion 1.3.3). Si usamos el simbolo “=” para expresar
que dos proposiciones son légicamente equivalentes, podemos es-
cribir

~(~P) = P.

Ejemplo 1.14. La doble negacion de S = (Lilia estudia matematicas)
es la proposicion

~(~8) = (No es cierto que Lilia no estudia matematicas)
= (Lilia estudia matematicas) = S.

Ejemplo 1.15. La doble negacion de la proposicion P del ejemplo
1.12 es

~(~P) = (No es cierto que 4 no esiguala 2 + 2) = P.

1.2.2 Cuantificadores

Sea P(x) un predicado cualquiera. En la seccion anterior vimos que
es posible producir proposiciones a partir de P(x) evaluando la va-
riable x. Otra forma de producir una proposicion a partir de P(x)
es mediante el uso de un cuantificador. Hay dos tipos de cuantifi-
cadores:

» Cuantificador existencial, denotado por el simbolo 3, el cual

se lee como “existe”, “para algun”, “hay al menos uno”o frases
equivalentes.
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» Cuantificador universal, denotado por el simbolo V, el cual

se lee como “para todo”, “para cada”, “para cualquier”o frases
equivalentes.

Los cuantificadores son elementos clave para lograr la precisién
del lenguaje requerida en la formulacion de proposiciones.
Por ejemplo, consideremos el predicado

P(x) = (x estudia matematicas),

donde el universo de discurso es el conjunto de personas. Podemos
evaluar P(x) en personas particulares para producir proposiciones
verdaderas o falsas; por otro lado, podemos usar los cuantificado-
res previamente definidos:

» Existencial:

dx P(x) = (Existe una persona que estudia matematicas).
» Universal:

Vx P(x) = (Todas las personas estudian matematicas).

Queda claro que el uso de los cuantificadores esta restringido al
universo de discurso.

Las proposiciones previas tienen significados muy distintos. La
primera de ellas es verdadera porque efectivamente existe una per-
sona que estudia matematicas (por ejemplo, el lector de este texto).
La segunda proposicion es falsa ya que también podemos encontrar
personas que no estudian matematicas.

Ejemplo 1.16. Si el universo de discurso es el conjunto de numeros
reales, el predicado Q (x) = (x?—1 < 0) tiene dos interpretaciones:
1) Existencial: existe un numero real x tal que x2 — 1 < 0.
2) Universal: todos los numeros reales x satisfacen que x° -1 <
0.

La proposicion 1) es verdadera porque se cumple para al menos
un numero real (por ejemplo, x = 0). La proposicién 2) es falsa
porque no se cumple para x =2 o x = 3.

Ejemplo 1.17. Sea x un namero real. El predicado x> > 0 tiene dos
interpretaciones:

1) Existencial: existe un numero real x tal que x2 > 0.
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2) Universal: para todo nimero real x se cumple que x? > 0.

Ambas proposiciones son verdaderas porque el cuadrado de
cualquier niimero real siempre es mayor o igual que cero. De he-
cho, la veracidad de la segunda proposicion implica la veracidad de
la primera.

En el ejemplo anterior, la frase “sea x un nimero real” establece
que el universo de discurso es el conjunto de los nimeros reales.

Cabe sefialar que la expresion “existe un x tal que” significa lo
mismo que “existe al menos un x tal que”. La frase al menos es re-
dundante en la mayoria de los casos. Para expresar que sblo existe
un x con cierta propiedad, usamos frases como “existe exactamen-
te uno” o “existe y es unico”. Usamos el simbolo 3! para denotar
existencia y unicidad.

Ejemplo 1.18. Si z es un namero real y T(z) = (2z -7 = 0), la
proposicion de existencia y unicidad asociada es

3! T(z) = (Existe exactamente un numero real z tal que 2z — 7 = 0).
En este caso, la proposicion anterior es verdadera.

Las proposiciones que usan cuantificadores no son proposicio-
nes simples; al igual que las proposiciones de la siguiente seccion,
son llamadas proposiciones compuestas.

Es importante entender coOmo se obtiene la negaciéon de una pro-
posicion cuantificada. Por ejemplo, si

P = (Todos los mexicanos son matematicos),

;cual es la negacion de P? A simple vista, podriamos pensar que
~P es la proposicién

Q

(Todos los mexicanos no son matematicos),
(Ningin mexicano es matematico).

Sin embargo, esto es un error. Por definicion, ~P es verdadera cuan-
do P es falsa, y viceversa. Pero esto no sucede con la proposicion
Q: en este caso ambas proposiciones, Py Q son falsas, ya que no es
cierto que todos los mexicanos sean matematicos, pero tampoco es
cierto que ningin mexicano sea matematico. La negacién correcta
de P es:

~P = (Existen mexicanos que no son matematicos).
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Tal como lo esperabamos, la proposicion ~P es verdadera.

El ejemplo anterior nos ayuda a comprender que la negaciéon de
una proposicion universal se obtiene negando el predicado y reem-
plazando el cuantificador por uno existencial. De manera similar,
la negacion de una proposicion existencial se obtiene negando el
predicado y reemplazando el cuantificador por uno universal. En
simbolos, si P(x) es un predicado cualquiera:

~(Vx P(x)) = dx ~P(x),
~(dx P(x)) = Vx ~P(x).

Ejemplo 1.19. Vemos como negar una proposicion existencial.
Proposicion: Existen personas que no dicen la verdad.

Negacion: Todas las personas dicen la verdad.

Ejemplo 1.20. Ahora negamos una proposicion universal.
Proposicion: Para cualquier niimero x tenemos que x2 = 0.

Negacion: Existe un numero x tal que x? < 0.

Ejemplo 1.21. En este ejemplo se combinan, en una misma propo-
sicion, ambos cuantificadores.

Proposicion: Para cualquier x, existe z tal que x + z = 0.

Negacion: Existe x tal que para toda z se tiene que x + z * 0.

Palabras clave de la seccion: negacion, doble negacion, tabla de
verdad, universo de discurso, cuantificadores existencial y universal,
existencia y unicidad, negacion de proposiciones cuantificadas.
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1.2.3 Ejercicios de cuantificadores

Ejercicio 1.22. En cada una de las siguientes proposiciones, identi-
fica el predicado, némbralo (como P(x), Q(n), etc.) y reescribe la
proposicion usando los simbolos 3, 3! y V apropiadamente.

a) Existe un numero positivo x tal que x? = 5.

b) Para cualquier n, el nimero 27 + 1 es impar.

c) Para toda k existe t tal que t = %

d) Existe exactamente un numero x tal que 5 + x = 7.

e) Para todo nimero positivo n, tenemos que n + 1 > n.
Ejercicio 1.23. Escribe la negacion de cada una de las siguientes
proposiciones.

a) 7 <10.

b) No es cierto que 1 + 2 = 4.

¢) El cuadrado de 5 no es 16.

d) Ningun politico es honesto.

e) Existe un politico que es deshonesto.

f) Para algiin numero real x, se cumple que x2 + 3x — 2 = 0.

g) Para cualquier numero real x, se cumple que x + 1 < 0.

h) Existe un numero natural »n tal que para todo niimero natural
m se cumple que n < m.

Ejercicio 1.24. Determina el valor de verdad de cada una de las si-
guientes proposiciones, donde el universo de discurso es el conjun-
to de los numeros reales. Justifica tu respuesta.

a) Vx tenemos que x =+ TI.

b) dx talque 0 < x < 1.

¢) Vx, Vy tenemos que xy > 0.

d) Vx,3dy talquex +y = 0.

e) Vx, 3y tal que % =1.

Ejercicio 1.25. Escribe la negacion de cada una de las proposiciones
del ejercicio 1.24.



Capitulo 1. Légica basica 23

1.3 Conectivos

En l6gica existe una coleccion de palabras y simbolos, llamados co-
nectivos logicos, que se usan para asociar distintas proposiciones.
Los conectivos de uso mas frecuente son las conjunciones, disyun-
ciones, condicionales y bicondicionales, cada uno de éstos tiene aso-
ciada una proposicion compuesta.

Supongamos que P y Q son proposiciones cualesquiera. La si-
guiente tabla establece el simbolo usado para cada conectivo y su
significado.

Nombre Simbolo Proposicion Significado
Conjuncion A PAQ PyQ
Disyuncion \% PvQ PoQ
Condicional >, — P=0Q si P, entonces Q
Bicondicional &, — P=Q P siysolosiQ

Tabla 1.2: Conectivos 16gicos

En las siguientes secciones estudiaremos cada uno de estos co-
nectivos.

1.3.1 Conjuncion y disyuncion

Si Py Q son proposiciones cualesquiera, la proposicion compuesta
P AQ esllamada la conjuncion de P y Q, y afirma simultdneamente
lo que P y Q afirman. Veamos algunos ejemplos.

Ejemplo 1.26. Consideremos las proposiciones
P = (5 esimpar) y Q = (5 es primo),

entonces
P A Q = (5 es impar y primo).

Por razones de estilo, en ciertas ocasiones, en lugar del vocablo

“e .y

y” se utilizan las palabras “pero” o “sin embargo”.

Ejemplo 1.27. La conjuncion de las proposiciones “Los cuadrados
tienen cuatro lados ” y “Los tridangulos tienen tres lados” es

“Los cuadrados tienen cuatro lados, pero los triangulos tres”.
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Como observamos en los ejemplos anteriores, el conectivo A es
conmutativo en el sentido de que no importa el orden en el que
aparezcan las proposiciones; en otras palabras,

PAQ=QAP.

Ademas, la conjuncion es asociativa ya que, al combinar tres pro-
posiciones P, Q y T, tenemos que

(PAQ)AT=PA(QAT).
Ejemplo 1.28. Sean P y Q las proposiciones del ejemplo 1.26, y sea
T = (5 es un nimero entero).
Ahora podemos observar que las proposiciones
(P AQ) AT = (5esun namero impar y primo, y entero),

P A (Q AT) = (5esun numero impar, y primo y entero)

tienen el mismo significado.

Ejemplo 1.29. La conjuncion de las proposiciones L = (6 =3 x3)y
M=(6=3+3)es

LAM=(6=3x3y6=3+3)=(3x3=3+3).
En este caso L A M es una proposicion falsa debido a que L es falsa.

El ejemplo anterior nos sugiere que la conjunciéon de dos pro-
posiciones es verdadera exclusivamente cuando ambas proposicio-
nes son verdaderas; si al menos una de las proposiciones es falsa,
entonces su conjuncion también es falsa. La informacion sobre el
valor de verdad de la conjuncion queda claramente establecida en
la tabla 1.3, en donde P y Q son proposiciones arbitrarias.

PlQ|PArQ
ViV \%
V| F F
F |V F
F | F F

Tabla 1.3: Conjuncion
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La proposicién PV Q es llamada la disyuncién de P y Q, y afirma
que es cierto lo que manifiesta al menos una de las proposiciones
PoQ.

En logica, el uso del vocablo “0” difiere de su uso en el lenguaje
cotidiano. Cuando representa una disyuncién, “o” significa “uno u
otro, o ambos”. La interpretacion como “uno u otro, pero no am-
bos” se denomina disyuncion exclusiva, y su uso es poco comun; se
emplea mas en estudios de informatica.

El valor de verdad de la disyuncién se localiza en la tabla 1.4,
donde P y Q son proposiciones arbitrarias.

P|lQ|PvQ
VIV Vv
V|IF| Vv
Flv]| v
F|F| F

Tabla 1.4: Disyuncion

Como en el caso de la conjuncion, la disyuncion también es con-
mutativa y asociativa:
PvQ=QvVvP,

(PvQ)vT=Pv (QvVT).
Ejemplo 1.30. Sean

K = (El sol es una estrella)

W = (El sol es un planeta).
La disyuncién de estas proposiciones es

K v W = (El sol es una estrella o un planeta).
En este caso, K v W es verdadera debido a que K es verdadera.
Ejemplo 1.31. Sean
J = (12 es un multiplo de 3)

G = (12 es un multiplo de 2).
Entonces, la disyuncién

J Vv G = (12 es un multiplo de 3 o de 2)

es verdadera debido a que ambas, J y G, son verdaderas.
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Ejemplo 1.32. Sean
A= (8esimpar) yB=(2+2=5).
La disyuncion
AVvB=(8esimparo2+2=5)

es falsa ya que ambas A y B son proposiciones falsas.

1.3.2 Condicional y bicondicional

Las proposiciones condicionales son las mas importantes por su
papel en la argumentacién. A la proposiciéon compuesta formada
por un condicional se le llama implicacion.

En la formula P = Q, la proposicién P se denomina hipotesis,
0 antecedente, de la implicacion, mientras que la proposicion Q
se llama consecuente, o conclusion, de la implicacién. De esta for-
ma, P = Q expresa que si la hipotesis es verdadera, entonces la
conclusion es verdadera. El valor de verdad correspondiente a la
implicacion se muestra en la tabla 1.5.

PlQ|P=Q
VIV \%
V| F F
F |V \%
F | F \%

Tabla 1.5: Implicacion

Existen diversas formas de expresar la implicacion P = Q con
palabras. Algunas de las mas comunes son:

1) Si P, entonces Q.

2) P implica Q.

3) P es suficiente para Q.

4) QQ es necesario para P.

5) Q siP.

6) Q cuando P.

7) P sblo si Q.
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Ejemplo 1.33. Consideremos las proposiciones
P = (Ser tapatio),

Q = (Ser mexicano).

Las distintas formas de escribir P = Q son:

1) Si es tapatio, entonces es mexicano.
2) Ser tapatio implica ser mexicano.

3) Ser tapatio es suficiente para ser mexicano.

5) Es mexicano si es tapatio.

)
)
)
4) Ser mexicano es necesario para ser tapatio.
)
6) Es mexicano cuando es tapatio.

)

7) Es tapatio solo si es mexicano.

Todos los enunciados anteriores son equivalentes.

Ejemplo 1.34. Algunos otros ejemplos de proposiciones condicio-
nales son los siguientes. jPuedes identificar cudl es el antecedente
y el consecuente?

1) Si x = 4, entonces x es un nimero par.
2) Que O = 1T es suficiente para que sin(0) = 0.

3) Ellogw existe cuando w es un numero real positivo diferen-
te de cero.

Ejemplo 1.35. En ocasiones las implicaciones involucran cuantifica-
dores universales que no aparecen escritos explicitamente en su
interpretacion en espafiol. Por ejemplo, en la proposicion

“Si x es mayor que 1, entonces x° es mayor que 1”7,

el significado que se pretende establecer es
Vx [(x>1) = (x> 1)

En general, si usamos una variable en el antecedente de una impli-
cacién, asumiremos que hay un cuantificador universal implicito.
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Tal como su tabla de verdad lo indica, una implicacion so6lo es
falsa cuando el antecedente es verdadero y el consecuente es falso.
Para ilustrar esto, consideremos la proposicion

“Si lees este libro, entonces aprenderds matemadticas”.

Lo que afirma esta proposicion esta restringido al caso en el que
lees este libro. No establece nada si no lo lees: puedes o no aprender
matematicas por otros medios. Por lo tanto, la proposiciéon soélo es
falsa en caso de que leas el libro y no aprendas matematicas.

Sin embargo, el significado del “si-entonces” usado en espafiol
en ocasiones difiere del conectivo logico =. Por ejemplo, de acuerdo
con su tabla de verdad, proposiciones como

(Si las vacas vuelan) = (Yo soy Superman),

son verdaderas porque el antecedente es falso. Es importante com-
prender que = esta definido formalmente como su tabla de verdad
lo indica, aunque esto no siempre se corresponda con nuestra in-
tuicion en los lenguajes naturales.

Definicion 1.36 (implicacion reciproca). Sean P y Q proposiciones.
La implicacién
Q=P

se llama implicacion reciproca de P = Q.

Definicion 1.37 (implicacidon contrapuesta). Sean P y Q proposicio-
nes. La implicacion

(~Q) = (~P),

se llama implicacion contrapuesta de P = Q.

En general, que una implicacion sea verdadera no significa que
su reciproca debe ser verdadera. Por ejemplo, la implicacion “si
x = 0, entonces x es un numero” es verdadera; sin embargo, la
implicacion reciproca “si x es un nimero, entonces x = 0” es falsa.

Por otro lado, el valor de verdad de una implicacién si es equi-
valente al valor de verdad de su implicacién contrapuesta: ambas
proposiciones son logicamente equivalentes. Demostraremos este
hecho mas adelante, en la seccién 1.3.3.

La proposicion formada con un conectivo bicondicional es lla-
mada equivalencia, la cual se obtiene como la conjuncién de una
implicacion con su reciproca; en otras palabras:

P < Q correspondea (P = Q) A (Q = P).
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En la representacion escrita, usamos los vocablos “siy solo si” o
“es necesario y suficiente” para representar el bicondicional.

Ejemplo 1.38. Algunos ejemplos de equivalencias son las proposi-
ciones siguientes.

1) Un triangulo es isosceles si y sdlo si dos de sus lados tienen
el mismo tamano.

2) Para que sumama lleve al cine a Pepe es necesario y suficiente
que éste termine su tarea.

3) Una persona tiene ojos zarcos si y solo si sus 0jos son color
azul claro.

Si P y Q son proposiciones arbitrarias, el valor de verdad de la
equivalencia P & Q se localiza en la tabla 1.6.

P|Q|P=Q|Q=P|P=Q
VIV \% \% \%
V| F F \% F
F |V \% F F
F | F \% % \%

Tabla 1.6: Equivalencia

Como podemos observar, una equivalencia es verdadera exacta-
mente cuando ambos P y Q tienen el mismo valor de verdad (ya
sean ambos verdaderos o falsos).

Ejemplo 1.39. La equivalencia
“Una persona es mexicana si y solo si nacié en México”
es falsa porque hay personas mexicanas que no nacieron en México.

Haremos una aclaracion con respecto a la formulacion de defini-
ciones. En matematicas, una definicion es una proposicion inequi-
voca que establece el significado preciso de una palabra, frase, con-
cepto o simbolo matematico. Siempre asumimos que el valor de
verdad de una definicion es verdadero. Por razones de estilo, enun-
ciamos las definiciones como implicaciones, aunque su significa-
do real es el de una equivalencia. Por ejemplo, consideremos la si-
guiente definicion.

Definicion 1.40 (numero par). Un nimero entero n es par si n = 2k,
para algun numero entero k.
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La formulacion anterior podria hacer pensar al lector que exis-
ten nimeros pares que no son de la forma n = 2k. Sin embargo,
esto no es asi; la definicion anterior establece un significado preciso
y total, cuya traduccion en simbolos es

vn [(n espar) < (3k (n = 2k))].

1.3.3 Tautologias y contradicciones

Decimos que una proposiciéon compuesta es una tautologia cuaando
es verdadera en todas las entradas de su tabla de verdad. Por otro
lado, decimos que se trata de una contradiccion si la proposicion es
falsa en todas las entradas de su tabla de verdad.

Ejemplo 1.41. Sea P una proposicion. La proposicion compuesta
Pv (~P)

es una tautologia porque siempre es verdadera, independientemen-
te del valor de verdad que tome P (ejercicio 1.46).

Ejemplo 1.42. La proposicion compuesta
P A (~P)

es una contradiccion, porque siempre es falsa, independientemente
del valor de verdad que tome P (ejercicio 1.46).

Cuando una equivalencia A < B es una tautologia, decimos que
las proposiciones A y B son logicamente equivalentes; en tal caso,
escribimos A = B.

Por ejemplo, sean P y Q proposiciones cualesquiera, y conside-
remos las proposiciones compuestas

A= ~[PA(~Q)] Yy B=(P=Q).

La tabla de verdad correspondiente en esta situaciéon es:

< <m <>
<<m<|=
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Ambas proposiciones, A y B, tienen siempre los mismos valores de
verdad independientemente del valor de P y Q; en otras palabras,
la tabla de verdad de la proposicién bicondicional A < B es una
tautologia:

PlQ|A=B
VIV Vv
VIF| Vv
F|V| V
F|F| V

Con referencia a lo mencionado hemos demostrado que A y B son
logicamente equivalentes:

~(PA~Q)=(P=Q).

La técnica descrita en los parrafos anteriores nos permite encon-
trar muchas proposiciones logicamente equivalentes. Terminamos
esta seccion demostrando lo siguiente.

Proposicion 1.43. Cualquier implicacion es légicamente equivalen-
te a su contrapuesta. En otras palabras, si P y Q son proposiciones
cualesquiera, entonces

(P=>Q)=[(~Q) = (~P)].

Demostracion. Construyamos la tabla de verdad correspondiente:

P|lQ|~Q|~P|P=>Q](~Q)=(~P)
VIV F F Vv Vv
V| F Vv F F F
F |V F Vv \% \%
F | F Vv Vv \%4 \%

La implicacion P = Q y su contrapuesta siempre tienen los mismos
valores de verdad. Por lo tanto, la proposicién bicondicional

(P=Q) < [(~Q) > (~P)]
es una tautologia. [
Palabras clave de la secciéon: conjuncion, disyuncion, condicional,

implicacion reciproca y contrapuesta, bicondicional, equivalencia,
tautologia y contradiccion.
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1.3.4 Ejercicios de conectivos

Ejercicio 1.44. En cada una de las siguientes implicaciones, iden-
tifica el antecedente y el consecuente, y escribe las implicaciones
reciproca y contrapuesta.

a) 2n + 1 es un numero impar cuando » es un namero entero.
b) Puedes trabajar aqui solo si tienes un titulo universitario.

¢) Es necesario que tengas gasolina para que tu automovil en-
cienda.

d) Una funcion es continua si es diferenciable.
Ejercicio 1.45. Considera los predicados
P(x) = (x es par), Q(x) = (x es multiplo de 3),

T(x) = (x es multiplo de 6).

Reescribe cada una de las siguientes proposiciones usando los pre-
dicados anteriores junto con los simbolos ~, A, vV, > y <.

a) x no es multiplo de 3 o0 x es par.

b) Si x es multiplo de 6, entonces x es par.

¢) x es multiplo de 6 siy s6lo si x es par y multiplo de 3.

d) Si x es multiplo de 3, entonces x es impar o es multiplo de
6.

Ejercicio 1.46. Escribe las tablas de verdad de P v (~P) y P A (~P),
donde P es una proposiciéon cualquiera.

Ejercicio 1.47. Sean P y Q proposiciones. Construye una tabla de
verdad para demostrar que las siguientes proposiciones son logi-
camente equivalentes.

a) ~(PAQ) =[(~P) Vv (~Q)].
b) ~(P v Q) =[(~P) A (~Q)].
) ~(P=>Q)=[PA(~Q)]

d) ~(~P) =P.

Ejercicio 1.48. Usa las equivalencias del ejercicio anterior para es-
cribir la negacion de cada una de las siguientes proposiciones.

a) Siete es un nimero primo o 2 + 2 = 4.
b) Si M es acotado, entonces M es compacto.
¢) Silas rosas son rojas y las violetas azules, entonces te amo.
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1.4 Métodos de demostracion

La logica se interesa en los métodos y principios que permiten dis-
tinguir un razonamiento correcto de uno incorrecto. A una propo-
sicion verdadera de la cual no se tiene evidencia directa se le llama
teorema. A la argumentacion que comprueba la validez de un teo-
rema mediante un proceso de inferencia o deduccién légica se le
llama demostracion.

En una demostracion, la verdad de cualquier enunciado debe po-
der rastrearse hasta algiin conjunto de conceptos y proposiciones
iniciales. A estas proposiciones iniciales en una teoria matemati-
ca se les llama axiomas o postulados, las cuales se aceptan como
verdaderas sin necesidad de ser demostradas. En cierta forma, los
axiomas representan las reglas iniciales del “juego matematico” de
demostrar teoremas. Hay también un conjunto de conceptos primi-
tivos llamados términos indefinidos, a partir de los cuales se definen
o deducen conceptos nuevos.

Tipicamente, un teorema es una implicacion

P = Q,

donde P es llamada la hipdtesis del teorema y Q es la conclusion
del teorema. Para demostrar su validez, suponemos siempre que
la hipotesis P es verdadera (si P fuera falsa, sabemos, por su ta-
bla de verdad, que la implicacion es verdadera) y deducimos que
la conclusion Q es verdadera (si Q es falsa, la implicacion es fal-
sa). Esta argumentacion se realiza encontrando una secuencia de
proposiciones verdaderas

Py, P>,..., Py

tales que P,, = Q esla conclusién del teorema y puede deducirse de
las proposiciones anteriores, las cuales son llamadas premisas del
argumento. Se acostumbra que P; = P sea la hipotesis del teorema,
mientras que las otras premisas pueden ser:

1) Definiciones de conceptos.
2
3

4) Proposiciones que son consecuencia inmediata de las premi-
sas anteriores.

Axiomas o postulados.

Teoremas demostrados previamente.

)
)
)
)
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Al construir una demostracion, no hay una regla para saber qué
eslabon debe emplearse en cada paso. La practica, sin duda, ayuda-
ra al estudiante a desarrollar las habilidades e intuicién necesarias
para encontrar el camino adecuado.

A continuacion estudiamos algunos ejemplos particulares. Re-
cordemos que un dngulo agudo es un angulo menor que 90°.

Teorema 1.49. Si 0 = 45°, entonces 6 es un angulo agudo.

Demostracion. La cadena de premisas es:

(P1) 6 = 45° (hipo6tesis del teorema).

(P2) Un angulo agudo es menor que 90° (definicion de angulo
agudo).

(P3) 45° < 90° (definicion del orden de los niimeros).

(P4) 6 es un angulo agudo (conclusion del teorema, deducida de
P1, P>y P3). [ ]

Teorema 1.50. Si n y m son dos nimeros pares, entonces n + m es
un nimero par.

Este teorema involucra un cuantificador universal implicito, el
cual aparece en su traduccién simbolica:

Vvm,n[(n,m son pares) = (n + m es par)].

Las demostraciones de este tipo de teoremas se construyen con
las condiciones abiertas, para variables arbitrarias. Evidentemente,
hay que asegurarse de que cada paso de la demostracion sea valido
para todos los valores posibles de las variables.

Demostracion. Primero establecemos las variables: sean n y m nu-
meros enteros. La cadena de premisas es:
(P1) n y m son numeros pares (hipotesis del teorema).

(P») Un entero x es par si x = 2k, para algun entero k (definicién
1.40 de nimero par).

(P3) n = 2k; y m = 2k;, para algunos enteros k; y k, (deducida
de P, y Py).

(P4) Si x, y,z son numeros enteros, entonces xy + xz = x(y +
z) (propiedad distributiva de los nimeros enteros).

(Ps) n+m= 2](1 + 2k2 = 2(](1 + kz) (deducida de P; )% P4).
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(Pg) n+m es un numero par (conclusion del teorema, deducida
de Ps y Py). [ ]

Teorema 1.51. Para todo numero real x, si x > 1, entonces x2 > x.

Demostracion. Sea x un numero real.

(P1) x > 1 (hipotesis del teorema).
(P2) 1 > 0 (orden de los nameros).
(P3) x > 0 (deducida de P; y P,).

(Py) Sia >0vyc >d,entonces ac > ad (teorema de desigualda-
des).

(Ps) x% > x (conclusion del teorema, deducida de Py, P3 y Py).
]

Para demostrar un teorema con cuantificador existencial es sufi-
ciente con describir un objeto del universo de discurso que lo haga
verdadero. En otras palabras, la mejor forma de demostrar que algo
existe es encontrando un ejemplar.

Ejemplo 1.52. Consideremos los siguientes ejemplos:

1) El teorema “Existe un numero real z tal que z°> + 2z + 1 = 4”
es verdadero porque 1 es un ejemplar.

2) El teorema “Existe un niimero entero par que es primo” es
verdadero porque 2 es un ejemplar.

Veamos otro teorema un poco mas complicado.
Teorema 1.53. Si el nimero 7 es una raiz del polinomio
gx)=x>+x+1,
entonces x — 7 es un factor de g(x).

Por definicion, un polinomio h(x) es factor de g(x) si podemos
encontrar un polinomio f(x) tal que g(x) = h(x)f(x). Decimos
que un numero ¥ es una raiz de h(x) si h(r) = 0.

Demostracion. La cadena de premisas es:

(Py) El niimero v es una raiz de g(x) (hipo6tesis del teorema).
(P,) g(r) =r2+71 +1 =0 (por P; y la definicion de raiz).
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(P3) g(x)—g(r)=(x?+x+1)— (r?+7r +1) (por la definicion
de g(x)).

(Py) g(x)—g(r) = (x>~7r?)+ (x—7r) (reordenando los términos
en Ps3).

(P5) g(x)—gr) = (x+7)(x—7r)+ (x—7) (por P, ylaidentidad
“diferencia de cuadrados”).

(Pg) g(x) —gr) = (x —7)[(x +r) + 1] (factorizando el lado
derecho de la igualdad en Ps).

(P7) g(x) =g(x) —gr) = (x —7r)[(x +71)+ 1] (por P, y Pg).

(Pg) x — v es un factor de g(x) (conclusion del teorema, dedu-
cida de P; y la definicién de factor). u

En la practica no escribimos las demostraciones como una cade-
na explicita de proposiciones. Usualmente las demostraciones son
escritas lenguaje comun y es trabajo del lector identificar cada pre-
misa.

La técnica para hacer demostraciones estudiada anteriormente
se llama demostracion directa. Existen otras estrategias mas con-
venientes en distintas situaciones, dependiendo de la formulacion
del teorema. Algunas de estas estrategias son: la demostracion por
contraejemplo, la demostracion por contrapuesta y la reduccion al
absurdo. A continuacion estudiaremos mas a detalle cada una de
estas técnicas.

1.4.1 Contraejemplo y contrapuesta

La idea de la demostracion por contraejemplo es deducir que una
proposicion es falsa localizando un ejemplo que la refute.

Proposicién 1.54. Es falso que si m y n son enteros positivos y cua-
drados perfectos, entonces la suma m + n es un cuadrado perfecto.

Demostracion. Los enteros positivos 16 y 25 son cuadrados per-
fectos, cuya suma 16 + 25 = 41 no es un cuadrado perfecto. La
proposicion queda demostrada. [ ]

En el ejemplo anterior usamos la palabra “proposicion” en lugar
de “teorema”. El uso de estos términos para etiquetar distintos re-
sultados es subjetivo; en general, reservamos la palabra “teorema”
para resultados menos evidentes.

La demostracion por contrapuesta usa el hecho de que una im-
plicacion es logicamente equivalente a su contrapuesta (proposi-
cion 1.43).
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Proposicion 1.55. Si 7m es un namero impar, entonces m es un
numero impar.

Demostracion. La proposicion contrapuesta es: “Si m es un numero
par, entonces 7m es un numero par”. La cadena de premisas para
demostrar esto es:

(P1) m es un numero par (hipotesis de la contrapuesta).
(P2) m = 2k para algun entero k (por P; y la definicioén de par).
(P3) 7m = 7(2k) (por P,).

(Py) 7m = 2(7k) (por Ps y las propiedades conmutativa y aso-
ciativa).

(Ps) 7m es un numero par (conclusiéon de la contrapuesta, por
P, y la definici6n de par).

Esto demuestra la contrapuesta y, por equivalencia logica, la
proposicion original también queda demostrada. [ |

La ventaja de trabajar con la proposicion contrapuesta en el
ejemplo anterior se debe a que, en general, es mas sencillo tra-
bajar con nimeros pares que con numeros impares. Asi pues, usar
la demostracion por contrapuesta en P = Q es especialmente util
cuando resulte mas facil hacer deducciones partiendo de ~Q que
de la hipotesis P.

1.4.2 Reduccion al absurdo

La técnica de reduccién al absurdo usa un poderoso argumento que
surgio en la filosofia griega hace cientos de afos. La estrategia se
basa en demostrar que una proposicion es verdadera mostrando
que asumir su falsedad implica una contradiccién (de manera simi-
lar, podemos demostrar que una proposicion es falsa mostrando
que asumir su veracidad implica una contradiccion). El fundamento
l6gico de esta estrategia es que una proposicion debe ser, inevita-
blemente, falsa o verdadera, pero no ambas a la vez. Por lo tanto,
si suponer que ~P es verdadera (es decir, P es falsa) nos conduce a
una contradiccion, entonces P tiene que ser verdadera.
Veamos el mecanismo de esta estrategia.

Teorema 1.56. Si x es un numero real, entonces x2 + —1.



38 Capitulo 1. Logica basica

Demostracion. Por el ejercicio 1.47 parte ¢), la negacion del teorema
es
“Existe un numero real x tal que x> = —1”.

Para usar la reduccion al absurdo, supongamos que la negacion del
teorema es verdadera. Un teorema basico de los niumeros reales
establece que x? > 0. Entonces, nuestra suposicion implica que
—1 > 0, lo cual contradice el orden de los nimeros reales. Por lo
tanto, la negacion es falsa y el teorema verdadero. [ ]

Teorema 1.57. El conjunto de enteros pares positivos es infinito.

Demostracion. Supongamos que el conjunto de enteros pares posi-
tivos es finito. Entonces, podemos escribir una lista completa que
contenga a todos los enteros pares positivos: n,,ny,ns,..., n,. Por
el teorema 1.50, sabemos que n; + 1y + N3 + ...+ n, también es un
entero par positivo. Sin embargo, este nimero par no puede estar
en nuestra lista, ya que es mayor que cada uno de sus elementos:
esto contradice que nuestra lista sea completa. El teorema queda
demostrado por reduccion al absurdo. [ ]

La ventaja de usar la reduccion al absurdo es que en algunas
ocasiones resulta mas sencillo trabajar con la negaciéon de una pro-
posicion que con la proposicion misma. Por ejemplo, en el teorema
anterior no queda claro qué deducciones deben hacerse para de-
mostrar directamente que el conjunto de enteros pares positivos
es infinito; por otro lado, su negaciéon nos permite hacer deduccio-
nes inmediatas.

1.4.3 Demostracion de equivalencias

Para demostrar la equivalencia P < Q, es necesario demostrar la
implicacion P = Q y sureciproca Q = P, usando el método que sea
mas conveniente.

Teorema 1.58. Un numero entero n es par siy sélo sin = 2m — 4
para algun entero m.

Demostracion. Sea n un numero entero. Debemos demostrar ambas
implicaciones:

1) Si n es par, entonces n = 2m — 4 para algun entero m.
2) Sin = 2m — 4 para algun entero m, entonces n es par.
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Demostremos la primera implicacion:

(P1) n es un numero par (hipotesis de 1)).
(P2) n = 2k para algun entero k (por P; y la definicion de par).

(P3) El entero m definido como m = k + 2 existe (propiedad de
los nimeros enteros).

(P4) k = m — 2 (por P53 y propiedad de la igualdad).

(Ps) n=2(m —2) (por P>y Py).

(Pg) n = 2m — 4 (conclusion de 1), por Ps y la propiedad distri-
butiva de los enteros).

Ahora demostremos la segunda implicacion:

(Q1) n = 2m — 4 para algun entero m (hipo6tesis de 2)).

(Q2) n=2(m-2) (por Q; y la propiedad distributiva).

(Q3) n es par (conclusion de 2), por Q> y la definicién de par).
[

Palabras clave de la secciodn: teorema; hipotesis; conclusion; premi-
sa; demostraciones directa, por contraejemplo y por contrapuesta;
reduccion al absurdo; demostracion de equivalencias.
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1.4.4 Ejercicios de métodos de demostracion
Ejercicio 1.59. Proporciona un contraejemplo de cada proposicion:

a) Todos los nimeros pares son positivos.
b) Todas las aves pueden volar.

¢) No existen numeros enteros que sean cuadrados perfectos
cuya suma sea un cuadrado perfecto.

Ejercicio 1.60. Recordemos que un numero entero n es impar si
n = 2k + 1, para algun entero k. Demuestra de forma directa las
siguientes proposiciones:

a) La suma de dos niumeros enteros impares es un entero par.

b) La suma de un niumero entero par y uno impar es un entero
impar.

¢) El producto de dos nimeros enteros pares es un entero par.
d) El producto de dos nimeros enteros impares es un entero
impar.
Ejercicio 1.61. Demuestra lo siguiente por reducciéon al absurdo:

a) No existe un numero real que sea el mas pequeio.
b) Hay un numero infinito de enteros positivos.

¢) Para cualquier nimero real x, se cumple que i + 0.

Ejercicio 1.62. Supongamos que x; y x> son numeros reales. Usan-
do la contrapuesta, demuestra que si x; # Xy, entonces 3x; — 5 +
3x, — 5. Finalmente, demuestra que x; = x» siy s6lo si 3x; — 5 =
3X2 — 5.

Ejercicio 1.63. Demuestra que existe un numero entero n tal que
n?+ %n = 1. ;Es éste entero unico?

Ejercicio 1.64. Sea x un numero real. Demuestra que x es positivo
siy solo si 17x es positivo.
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1.5 Glosario

Aqui resumimos algunos conceptos usados frecuentemente en es-
te capitulo. Algunos de estos términos (como proposicion, hipotesis
y premisa) tienen una definicién precisa y objetiva, mientras que
otros (como teorema, lema'y corolario) son subjetivos y su uso de-
pende, en parte, de la comunidad matematica.

D
2)
3)
4)

5)

6)
7)
8)

9)

10)

11)

12)

Axioma. Proposicion que, por acuerdo, se acepta como verda-
dera sin necesidad de ser demostrada.

Conclusion. La conclusion de una implicacién es la proposi-
cioén consecuente.

Conjetura. Proposicion no demostrada, cuyo valor de verdad
se desconoce, pero se cree que es verdadera.

Corolario. Proposicion que se deduce facilmente de un teore-
ma ya demostrado.

Definicion. Declaracién inequivoca que establece el significa-
do preciso de una palabra, frase, concepto o simbolo matema-
tico.

Demostracion. Secuencia de razonamientos que establecen la
verdad o falsedad de una proposicion.

Hipotesis. La hipotesis de una implicacion corresponde a la
proposicion antecedente.

Lema. Proposicion auxiliar que se prueba con anticipacion pa-
ra usarse en la demostracién de uno o mas teoremas.
Proposicion. Oracion declarativa que se puede clasificar como
verdadera o falsa, pero no ambas. La caracteristica de verdad
o falsedad se denomina valor de verdad de la proposicion.
Proposicion simple y compuesta. Una proposicion es simple
si consta de un sujeto con un término singular. Una propo-
sicién es compuesta si involucra un cuantificador o si es una
combinacion de dos o mas proposiciones simples.

Premisa. Proposicion cuya validez ya ha sido establecida y se
utiliza para deducir la verdad de algin teorema.

Teorema. Proposicion demostrada como verdadera, la cual se
considera importante para el desarrollo de una teoria.
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1.6 Definiciones del capitulo

Escribe la definiciéon y un ejemplo de cada uno de los conceptos
enlistados a continuacion.

Proposicion.

Término singular.

Proposicion simple.

Predicado.

Negacion de una proposicion.
Proposicion con cuantificador existencial.
Proposicion con cuantificador universal.
Conjuncion de dos proposiciones.
Disyuncion de dos proposiciones.

1)
2)
3)
4)
5)
6)
)
)
)
) Implicacion.
11)
12)
13)
14)
15)
16)
17)
18)
19)
20)

7
8
9
0
Reciproca.
Contrapuesta.
Equivalencia.
Tautologia.
Contradiccion.
Teorema.
Demostracion.
Premisa.

Contraejemplo.
Reduccion al absurdo.



Un matemadtico, como un pintor o un poeta, es
fabricante de modelos. Si sus modelos son

mds duraderos que los de estos uiltimos, es
debido a que estdn hechos de ideas.

G. H. Hardy, matematico inglés

Capitulo 2. Conjuntos
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El término conjunto se refiere a uno de los conceptos matematicos
fundamentales. Inevitablemente, se encuentra en todas las areas
de las matematicas, desde las mas aplicables, como la estadistica
y las ecuaciones diferenciales, hasta las mas abstractas, como la
topologia y el algebra. Sin embargo, por muchos afios no existio
una definicién formal para este concepto.

Comenzamos en la seccion 2.1 estudiando temas elementales
relacionados con conjuntos, asi como las paradojas que han sur-
gido a lo largo de los anos durante la busqueda de una definicion
formal. En la seccidon 2.2 estudiamos tres conceptos basicos: igual-
dad de conjuntos, subconjuntos y cardinalidad. Finalmente, en la
seccion 2.3 estudiamos algunas de las operaciones basicas entre
conjuntos, como la unién, la interseccion, el complemento y el pro-
ducto cartesiano.

2.1 Teorias de conjuntos

Comunmente se dice que un conjunto es una coleccién bien defi-
nida. De acuerdo con esto, por ejemplo, las siguientes colecciones
son conjuntos:
= La coleccion D de digitos; es decir, los nimeros 0, 1, 2, 3, 4, 5,
6,7,8y09.
= La coleccion C de colores primarios: rojo, verde y azul.
» La coleccion T de todas las personas.

Las anteriores son colecciones bien definidas porque podemos
decir con exactitud qué objetos pertenecen a ellas, y qué objetos
no pertenecen a ellas. Sabemos que 3 pertenece a D pero que 15
no pertenece; sabemos que el color rojo pertenece a C, pero que el
rosa no pertenece.

Por otro lado, la coleccién de “buenos estudiantes” no es una
coleccién bien definida: la propiedad de ser buen estudiante no se
ha establecido con claridad y por lo tanto, si examinamos a un es-
tudiante cualquiera, no podemos determinar de manera concisa si
pertenece o no a nuestra coleccion.

Es costumbre usar las llaves {,} para enlistar los elementos de
un conjunto. De esta manera, escribimos al conjunto de colores
primarios como

C = {rojo, verde, azul},

y al conjunto de digitos como
D =1{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}.
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Con esta notacion, el orden en el que aparecen los elementos
del conjunto no importa, ya que esto no altera los objetos que lo
definen. Asi pues, también podemos escribir a D como

D=1{7,2,1,9,5,4,0,3,6,8}.

Cada miembro que pertenece a un conjunto debe estar repre-
sentado sélo una vez; la repeticién de elementos no define nada
nuevo. Asi pues, por ejemplo, {1,1,2} = {1, 2}.

Cuando enlistamos los elementos de un conjunto, como en el pa-
rrafo anterior, decimos que el conjunto esta dado por extension. Sin
embargo, esto es problematico en algunas situaciones: por ejem-
plo, enlistar los elementos del conjunto T de todas las personas es
demasiado laborioso. En lugar de esto, es posible denotar un con-
junto expresando la propiedad que deben cumplir sus elementos.
Por ejemplo,

T = {x : x es una persona}.

Los dos puntos se leen con la frase “tal que”. En estos casos deci-
mos que el conjunto esta dado por comprension. En general, si P(x)
es un predicado, podemos formar el conjunto {x : P(x)}.

Para expresar que un objeto pertenece a un conjunto usamos el
simbolo €, mientras que para expresar que un objeto no pertenece
a un conjunto usamos ¢. Asi, por ejemplo, 4 € D pero 11 ¢ D.

No hay restricciones para el tipo de elementos que conforman
un conjunto siempre y cuando la coleccion esté bien definida. Por
ejemplo, el conjunto

F= {+,Juan,x2 +3, {1,2}}

contiene cuatro elementos, todos de distinta indole: el simbolo de
trébol &, el nombre Juan, el polinomio x2 + 3 y el conjunto {1, 2}.
Una advertencia sobre este ultimo punto: el conjunto F contiene al
conjunto {1,2} y no alos numeros 1y 2. En otras palabras, {1,2} €
F,perol ¢ Fy2¢ F. Es una diferencia sutil, pero importante.

A simple vista podria parecer que nuestra definicion de conjun-
to es adecuada y no causara problemas. Asi lo creyeron los mate-
maticos durante muchos siglos. Pero en el primer afio del siglo XX,
el matematico britanico Bertrand Russell descubrié una paradoja:
esto es, una contradiccion verdadera, lo cual no puede ser posible
porque las contradicciones siempre son falsas. La existencia de pa-
radojas indica que una teoria no esta bien sustentada en la l6gica
matematica. De esta forma, la paradoja de Russell puso en duda la
validez de la teoria de conjuntos que se conocia en aquellos afos.



46 Capitulo 2. Conjuntos

Antes de explicar la paradoja de Russell, veamos un ejemplo
clasico, la llamada paradoja del mentiroso:

Esta afirmacion es falsa.

La afirmacion de arriba es una paradoja ya que su veracidad implica
su falsedad vy viceversa, lo cual es una contradiccion (ver ejercicio
2.4).

= Supongamos que la afirmaciéon es verdadera. Entonces, es ver-
dad lo que dice: es verdad que la afirmacién es falsa.

= Supongamos que la afirmacion es falsa. Entonces, lo que dice
es falso; es decir, no es verdad que la afirmacion sea falsa. Por
lo tanto, la afirmacién es verdadera.

Para evitar caer en paradojas, los matematicos del siglo XX se
han esforzado en crear sistemas 16gicos que no permitan formu-
lar afirmaciones validas y contradictorias. En particular, la parado-
ja del mentiroso fue solucionada por el matematico polaco Alfred
Tarski en su teorema de la indefinibilidad.

La paradoja de Russell se origin6 con la creacion de una colec-
cién problematica de objetos: la coleccion X de todos los conjuntos
que no son miembros de si mismos. Primero entenderemos lo que
significa esto. Claramente, hay conjuntos que no son miembros de
si mismos; por ejemplo, el conjunto de digitos D no es miembro de
si mismo (D ¢ D). Por otro lado, si definimos a D’ como la colec-
ciéon de objetos matematicos que no son digitos, entonces D’ € D’,
porque D’ es un objeto matematico que no es un digito.

No es dificil convencerse de que, bajo nuestra definicion inicial,
X es una coleccién bien definida. Es importante notar que X es
una coleccion de conjuntos; es decir, todos lo miembros de X son
conjuntos en si mismos. Por comprension, escribimos X como

X ={A:Aesunconjuntoy A ¢ A}.

Por nuestra discusion del parrafo anterior, sabemos que D € X
mientras que D’ ¢ X. Sin embargo, las dificultades surgen cuando
nos preguntamos si X € X o0 X ¢ X.

= Si X € X, entonces X debe satisfacer la propiedad que lo defi-
ne, es decir, X debe ser un conjunto tal que X ¢ X.

m Si X ¢ X, entonces X es un conjunto tal que X ¢ X. Por la
propiedad que lo define, debemos tener que X € X.
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Las lineas anteriores demuestran que la proposicion
XeX) o (Xe¢gX)

es verdadera, pero, por el ejercicio 2.4, esto debe ser una contradic-
cion. De esta forma, Russell cre6 un conjunto imposible: un objeto
que pone en duda la teoria de conjuntos definida en esta seccion.

Como era de esperarse, la paradoja de Russell conmocion6 a la
comunidad matematica, la cual hizo esfuerzos por reparar la fa-
lla. Se defini6é el concepto de conjunto usando la l6gica formal, y
se estableci6 una serie de reglas (axiomas) que todos los conjun-
tos debian satisfacer. Para evitar paradojas como la de Russell, se
estableci6 que un conjunto nunca debia contenerse a si mismo, y
que colecciones de conjuntos “excesivamente grandes” no forman
conjuntos.! De esta manera, colecciones como D’ y X no son con-
sideradas conjuntos. Con estas reglas, surgié una rama de las ma-
tematicas llamada teoria axiomadtica de conjuntos, la cual contrasta
con el estudio intuitivo de los conjuntos usado anteriormente. Nor-
malmente, la teoria axiomatica de conjuntos es presentada a los
estudiantes de matematicas en un curso de maestria.

Actualmente, a la teoria de conjuntos intuitiva, que no usa la 16-
gica formal, se llama teoria ingenua de conjuntos (del inglés, naive
set theory). Afortunadamente, usada cuidadosamente, esta teoria
es suficiente para entender la mayoria de los conceptos matema-
ticos que se estudian durante la licenciatura en matematicas. En
este texto estudiaremos la teoria desde el punto de vista ingenuo,
aunque tomaremos precauciones para no crear paradojas.

Palabras clave de la seccion: conjunto, pertenencia, notacion
por extension y comprension, paradoja, teoria axiomdtica de con-
juntos.

LA este tipo de colecciones de conjuntos “excesivamente grandes” ahora se les
llama clases propias. Por ejemplo, la coleccién de todos los conjuntos es una clase
propia.
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2.1.1 Ejercicios de teorias de conjuntos

Ejercicio 2.1. Determina cuales de las siguientes colecciones son
conjuntos. Justifica tu respuesta.

a) La coleccién de estudiantes de la Universidad de Guadalajara
con promedio igual o superior a 90.

b) La coleccion de grandes matematicos en la historia de la hu-
manidad.

¢) La coleccion de teoremas demostrados por matematicos me-
xicanos.

d) La coleccion de matematicos que no son personas.
e) La coleccion de todas las ideas abstractas.

Ejercicio 2.2. Determina cuales de las siguientes afirmaciones son
verdaderas. Justifica tu respuesta.

a) El conjunto {c,c,c} es distinto del conjunto {c}.

b) El conjunto {1, 2,3} es igual al conjunto {2, 3,1}.

¢) SiV es el conjunto de letras vocales, entonces {a} € V.

d) Si T es el conjunto de letras consonantes, entonces x € T.

e) SiR = {b,c,{x,v,z}, {u,l}}, entonces {u,l} € R.

f) SiR = {b,c, {x,v,z}, {u,l}}, entonces x € R.
Ejercicio 2.3. Determina si los siguientes conjuntos estan dados por
extension o por comprension. En caso de estar dados por extension,
escribelos por comprension, y viceversa.

a) A={a,b,c,d,e, f,g}.

b) B={m:m=10m =5}.

c) C=1{1}.

d) D = {x : x es una letra del abecedario}.

Ejercicio 2.4. Sea P una proposicion. Demuestra que P < (~ P) es
una contradiccion.

Ejercicio 2.5. ;Qué pasaria con la nariz de Pinocho si afirmara “Mi
nariz crecerd ahora’? Explica por qué esto es una paradoja.
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2.2 Conceptos basicos de conjuntos

Recordemos que un conjunto puede ser denotado por extension o
por comprension. En ocasiones sera mas facil usar una notacién o
la otra, y muchas veces serd posible usar ambas sin problemas. A
continuacion presentamos algunos de los conjuntos que usaremos
con frecuencia en los proximos capitulos. jPuedes identificar qué
tipo de notacion se usa en cada caso?

= El conjunto vacio, que no contiene a ningin elemento,
0={}
= El conjunto de los nimeros naturales,
N=1{0,1,2,3,4,5,...}.
= Fl conjunto de los niumeros enteros,
Z=1{...,-5,-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,5,...}.
= El conjunto de los nameros pares,
27 = {2x :x € Z}.
= El conjunto de los nameros primos,
P=1{2,3,57,11,13,...}.

= El conjunto de los nameros racionales,

Q={%:a,bez,b¢0}.

= El conjunto de los numeros reales,?
R = {x : x representa una cantidad en la recta real}.

= El conjunto de los nimeros complejos,

C=1{(a,b):a,b e R}.

2Constltese (Rudin, 1976) para una definicién mas formal del conjunto R.



50 Capitulo 2. Conjuntos

La lista anterior debe mantenerse como referencia. Estudiare-
mos en detalle los primeros conjuntos de la lista en el capitulo 4, y
el resto en el capitulo 5.

Ahora abordaremos tres ideas fundamentales relacionadas con
conjuntos: igualdad, subconjunto y cardinalidad.

Definicion 2.6 (igualdad de conjuntos). Decimos que dos conjuntos
Ay B son iguales si ambos contienen exactamente los mismos ele-
mentos. En tal caso, escribimos A = B.

Ejemplo 2.7. Cualquier conjunto A es igual a si mismo: A = A.

Ejemplo 2.8 (N). El conjunto de numeros naturales N es igual al
conjunto de enteros no negativos definido como

Zso={x:x €Zyx =0},

ya que ambos conjuntos contienen exactamente los mismos ele-
mentos.? Sin embargo, el conjunto de enteros positivos, definido
como

Zso={x:x€Zyx >0},

es distinto de N, porque 0 € N pero 0 ¢ Z..
Notacion 2.9. En forma equivalente, podemos definir a 7., como
Z-o={xe€Z:x =0},

ya que todos los elementos de Z., cumplen la propiedad x € Z.
En general, si todos los elementos de un conjunto satisfacen cier-
ta propiedad, podemos escribir dicha propiedad antes de los dos
puntos en la definicién del conjunto.

Ejemplo 2.10 (). El conjunto vacio (@ es igual al conjunto
{xeZ:x +x},
ya que ninguno de los dos conjuntos contiene elementos.
Ejemplo 2.11. Los conjuntos
A={-1,-2,-3,-4,-5},
B:{er:x<0yx2s3O}

3Esto no es del todo cierto, ya que formalmente los niimeros naturales y los
enteros estan conformados por clases distintas de objetos matematicos.
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son iguales. Como vemos, los elementos de B cumplen tres pro-
piedades: son niimeros enteros (x € Z), negativos (x < 0) y su
cuadrado es menor o igual que 30 (x? < 30). Cualquier nimero con
estas tres propiedades pertenece a B. Por ejemplo, —5 € B porque
-5€7Z, -5 <0y (=5)? =25 < 30. De hecho, todos los enteros
negativos que satisfacen x° < 30 son: —1, -2, -3, —4 y —5. Asi,
A =B.

Ejemplo 2.12. Los conjuntos

J =112},
K ={1,{2}},

son distintos, ya que no contienen exactamente los mismos elemen-
tos. El conjunto J contiene dos niimeros, mientras que K contiene
un numero y un conjunto. No es lo mismo el niumero 2 que el con-
junto que contiene al nimero 2. Este ejemplo se puede ilustrar con
la siguiente analogia: no es lo mismo un objeto que una caja que
contiene a un objeto.

Definicion 2.13 (subconjunto). Sean A y B conjuntos. Decimos que
A es un subconjunto de B, y escribimos A < B si todos los elemen-
tos de A pertenecen también a B.

Utilizando simbolos l6gicos, A < B si la siguiente afirmacion es
verdadera:
Vx((x € A) = (x € B)).

Ejemplo 2.14. Consideremos el conjunto de digitos
D =1{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}.

Algunos subconjuntos de D son {0,1,2}, {3,4,6,8} y {7}, porque
todos los elementos de los conjuntos previos pertenecen a D. Sin
embargo, el conjunto {0, 2,4,9,13} no es un subconjunto de D por-
que 13 ¢ D.

Ejemplo 2.15. Cualquier conjunto A siempre es un subconjunto de
si mismo, ya que, obviamente, todos los elementos de A pertenecen
aA.

Ejemplo 2.16. El conjunto vacio () siempre es subconjunto de cual-
quier conjunto A porque, al no tener ningin elemento, la propo-
sicion “todos los elementos de () pertenecen a A” es trivialmente
verdadera.
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Si A es un subconjunto de By A = B, decimos que A es un
subconjunto propio de B. En este caso escribimos A < B.

Ejemplo 2.17. Observemos que P ¢ N & 7. Es facil darse cuenta
de que P + N ya que, por ejemplo, 1 € N pero 1 ¢ P. De manera
similar, N + Z porque —1 € Z pero —1 ¢ N.

Proposicion 2.18. Sean A y B dos conjuntos. Asi, A = B si y s6lo si
A< ByBCcA.

Demostracion.

(=) Supongamos que A = B. Esto significa que A y B contienen
exactamente los mismos elementos. En particular, todos los
elementos de A son elementos de B (A < B), y también todos
los elementos de B son elementos de A (B < A).

(<) Supongamos que A < By B < A. Esto significa que todos los
elementos de A son elementos de B, y que todos los elementos
de B son elementos de A. Por lo tanto, A y B tienen exactamen-
te los mismos elementos; esto es, A = B. u

Decimos que un conjunto es finito si tiene un numero finito de
elementos.* Por ejemplo, el conjunto de letras del abecedario o el
conjunto de digitos son ambos finitos. En caso contrario, decimos
que el conjunto es infinito. Por ejemplo, los conjuntos N, Z, Q y R
son infinitos.

Definicion 2.19 (cardinalidad). Sea A un conjunto finito. La cardina-
lidad de A, denotada como |A|, es el nimero de elementos de A.

Ejemplo 2.20. Veamos algunos ejemplos:

1) La cardinalidad del conjunto vacio es 0.
2) La cardinalidad del conjunto de digitos D es 10.
3) La cardinalidad del conjunto de letras del abecedario es 27.

También es posible definir el concepto de cardinalidad para con-
juntos infinitos, pero no estudiaremos este tema hasta la seccién
4.4.

Proposicion 2.21. Sean A y B conjuntos finitos.

1) Si A = B, entonces |A| = |B]|.

4Daremos una definiciéon mas satisfactoria de esto en la seccion 4.4.
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2) Si A < B, entonces |A| < |B]|.
Demostracion. Demostraremos cada uno de los puntos.

1) Si A = B, obviamente |A| = |B|, ya que A y B contienen exac-
tamente los mismos elementos.

2) Si A € B, entonces todos los elementos de A estan contenidos
en B. De esta forma, es imposible que A pueda tener mas
elementos que B; en otras palabras, esto significa que |A| <
|B|. []

En la siguiente definicion establecemos una forma interesante
de crear un conjunto a partir de otro.

Definicion 2.22 (conjunto potencia). Sea A un conjunto. El conjunto
potencia de A, denotado como P(A), es el conjunto de todos los
subconjuntos de A.

Ejemplo 2.23. El conjunto potencia de @ es P(0) = {@}. En este caso
|0 = 0, mientras que |P(0)| = 1.

Ejemplo 2.24. Si X = {0, 1}, el conjunto potencia de X es
P(X) = {0,{0}, {1},{0,1}},
donde |X| =2y |P(X)| = 4.
Ejemplo 2.25. Si A = {x, v, z}, el conjunto potencia de A es
P(A) = {0, {x}, {¥} {2}, {x, v}, {x, 23, {y, 2}, AL

En este caso |A| = 3, mientras que |P(A)| = 8.

Palabras clave de la seccion: conjuntos de nuimeros, igualdad de
conjuntos, subconjunto, conjunto finito, cardinalidad, conjunto po-
tencia.
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2.2.1 Ejercicios de conceptos basicos de conjuntos

Ejercicio 2.26. Escribe los siguientes conjuntos por extension:
a) {xeZ:-7<x <2}
b) {5x:x e N}.

c) {xeZ:x ¢ N}.

d{xeZ:x<-20x=7}.

Ejercicio 2.27. Escribe los siguientes conjuntos por comprension:
a) {a}.
b) {6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16,17}.
 {..,-9,-6,-3,0,3,6,9,12,...}.
d) {-10,-8,-6,—-4,-2,0,2,4,6,8,10}.

Ejercicio 2.28. Definimos al conjunto de numeros impares como
1={..,-9,-7,-5,-3,-1,1,3,5,7,9,...}
Escribe este conjunto por comprension, de dos formas distintas.

Ejercicio 2.29. Determina cuales de los siguientes conjuntos son
iguales a N. Justifica tu respuesta.

a {xeZ:-x =<0}

b) {x e N:x ¢ 27}.

¢) {x eN:x +5}.

d) {xez:2*>1}.
Ejercicio 2.30. Determina cuales de los siguientes conjuntos son
iguales entre si. Justifica tu respuesta.

a) {0,1,4,9,16,25,36}.

b) 0.

¢) {n>:nez,0<n<6}.

d) {xe2Z:0<x < 36}.

e) {xeN:x < -3}.

Ejercicio 2.31. Determina cudales de los siguientes conjuntos son
subconjuntos de N. Justifica tu respuesta.
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a) {—4,-2,0,2,4}.
b) {{0}, {1}, {2}, {3},...}.
0 {xeZ:x<0yx>0}.
d) {x €Z:x?=>0}.
e) {x ez:x? >0}

Ejercicio 2.32. Determina si los siguientes conjuntos son finitos o

infinitos. En caso de ser finitos, escribe su cardinalidad. Justifica tu
respuesta.

a) {-7,-3,0,4,6,7,88,460}.

b) {x € 7Z:x? < x}.

o l, = {xeZ:—n<x =<mn} donde n es un numero natural
fijo.

d) P(N).

e) {xeZ:x ¢ N}.

Ejercicio 2.33. Encuentra el conjunto potencia de Y = {v}.

Ejercicio 2.34. Encuentra el conjunto potencia de Z = {1,2,3,4}.
;Cual es la cardinalidad de P(Z)?
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2.3 Operaciones de conjuntos

En esta seccion estudiaremos distintas formas de construir conjun-
tos nuevos a partir de dos o mas conjuntos dados. A estas técnicas
que producen nuevos conjuntos las llamamos operaciones de con-
juntos. Hay cuatro operaciones basicas: la union, la interseccion, el
complemento y el producto cartesiano. Es indispensable para un
futuro matematico entender estas cuatro operaciones y sus propie-
dades basicas.

La unién es la operacion que nos permite, dados dos o mas con-
juntos, definir un conjunto que contenga a ambos.

Definicion 2.35 (unién). Sean A y B conjuntos. La union de A y B,
denotada como A U B, es el conjunto de elementos que pertenecen
a A o pertenecen a B. En otras palabras,

AUB={x:(x € A) Vv (x €B)}
donde V es el conectivo 16gico de disyuncion.

El diagrama de Venn es una representacion grafica que muestra
todas las relaciones légicas posibles entre una coleccion finita de
conjuntos. El diagrama de Venn que representa la unién de dos
conjuntos es el siguiente:

Figura 2.1: Union de A y B.

Ejemplo 2.36. Consideremos el conjunto de enteros negativos
Z.oo=1{x€eZ:x <0}
Entonces

NUZoog={xeZ:(x=0)Vv(ix<0)} =2
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Proposicion 2.37 (union). Sean A, By C conjuntos. La union de con-
juntos cumple las siguientes propiedades:

1) Aup = A.

2) Conmutatividad. AU B = BU A.

3) Asociatividad. (AuB)uC =AU (Bu ().
4) Idempotencia. AU A = A.

Demostracion. Demostraremos cada uno de los puntos.

1) Por definicion, AU = {x : (x € A) v (x € 0)}. Sin embargo,
la condicion x € @ nunca se cumple, porque () no tiene ningiin
elemento. De esta forma, es posible omitir esta condicién y
escribir AU = {x:x € A} = A.

2) AUB={x:(x€A)VvixeB)}={x:(xeB)v(ixeA}=
B U A, ya que el conectivo l6gico v es conmutativo.

3) Como el conectivo 16gico Vv es asociativo, tenemos que

(AuB)UC={x:xeAvxeB}luC
={x:[xeAvxeB]l]vxeC(C}
={x:x€Av[xeBvxe(C]}
=AU (BuU(l).

4) AUA={x:(xeA)VvixeAdl={x:xe A} = A. m
Ejemplo 2.38. Sean
L=1{0,1,2}, M ={1,2,3} yN = {0,2,3}.

Por la asociatividad que se demostré en la proposiciéon anterior,
podemos escribir L U M U N sin paréntesis, ya que no importa qué
unién de conjuntos calculemos primero. En este caso,

LUMUN={x:(xelL)v(ixeM)v(ixeN)}=1{0,1,2,3}.
La interseccion es la segunda operacion que estudiaremos.

Definicion 2.39 (interseccion). Sean A y B conjuntos. La interseccion
de A y B, denotada como A N B, es el conjunto de elementos que
simultdneamente pertenecen a ambos, A y B. En otras palabras,

ANnB={x:(xe€ A) A (x €B)},

donde A es el conectivo logico de conjuncion.
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Figura 2.2: Interseccion de Ay B.

La interseccién de dos conjuntos esta representada por el area
mas obscura en el diagrama de Venn de la figura 2.2.

Ejemplo 2.40. Observemos que
2ZNN={x:x €2Zyx €N} =1{0,2,4,6,8,10,...}.

Proposicion 2.41 (interseccion). Sean A, B y C conjuntos. La inter-
seccion de conjuntos cumple las siguientes propiedades.
1) And=0.
2) Conmutatividad. An B = Bn A.
3) Asociatividad. AnB)NnC=An(BnC).
4) Idempotencia. An A = A.

Demostracion. La demostracion de esta proposicion es consecuen-
cia de las propiedades del conectivo logico A, asi que se deja como
ejercicio. [ ]

Ejemplo 2.42. Sean L = {0,1,2}, M = {1,2,3} y N = {0,2,3}. En-
tonces
LnM={x:(xelL)An(xeM)}=1{1,2},
LAnN={x:(xeL)A(xeN)}=1{0,2},
MNN={x:(xeM)A(xeN)}=1{2,3},
LnMNN={x:(xelL)aA(xeM)A(xeN)}=1{2}.
Ejemplo 2.43. Si A, By C son tres conjuntos, la interseccion ANBNC

esta representada por el area mas obscura en el diagrama de Venn
de la figura 2.3.
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'

Figura 2.3: Interseccion de A, By C.

Definicion 2.44 (conjuntos disjuntos). Decimos que dos conjuntos A
y B son disjuntos si A n B = 0.

Ejemplo 2.45. Los conjuntos
A=1{1,2,3} yB={4,5,6}
son disjuntos.

Ahora definiremos el complemento de un conjunto en otro.

Definicion 2.46 (complemento). Sean A y B conjuntos. El comple-
mento de A en B, denotado como B\ A, es el conjunto de elementos
de B que no pertenecen a A.

B\A={x€eB:~(xe€eA)}={xeB:x ¢ A},
donde ~ es el conectivo logico de negacion.
Ejemplo 2.47. Consideremos los conjuntos
A={a,b,c,d,e} yB={a,e,i,o,u}.
Entonces, el complemento de A en B es
B\ A ={i,o,u},
mientras que el complemento de B en A es

A\B=1{b,c,d}.
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Figura 2.4: Complemento de A en B.

El complemento de A en B esta representado por el area mas
obscura en el diagrama de Venn de la figura 2.4.

Ejemplo 2.48. Consideremos los conjuntos 7y 2Z. En este caso, te-
nemos que

ZVU27 ={x:x€Zoxe2l}=17
Zn27=1{x:x€2lyxel}=27
Z\2Z ={x€l:x ¢ 27} =1
2Z\Z ={x€e€2Z:x¢7Z}=0

donde [ es el conjunto de enteros impares.

En los ejemplos anteriores observamos que la operacion com-
plemento no es conmutativa: en general, (B\ A) = (A \ B).

En ciertas situaciones, todos los conjuntos que consideramos
son subconjuntos de un conjunto U, al que llamamos universo (en
muchos ejemplos anteriores, el universo ha sido 7). En tales casos,
si A € U, denotamos al complemento de A en U de una forma es-
pecial: escribimos A’ en lugar de U \ A para simplificar la notacion.

Proposicion 2.49 (complemento). Sea A un subconjunto de U. El com-
plemento de A en U cumple las siguientes propiedades.

1) (A") = A.
2) 0 =UyU =0.
3) AnA'=0yAUA =U.

Demostracion. Demostraremos cada uno de los puntos.
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1) Observemos que

(A)Y ={xeU:~(xeA)}
={xelU:~(~(xeA))}
={xeU:xeA}
= A,

usando el ejercicio 1.47 d).

2) Por definicion,
0 ={xeU:x¢0}.

Debido a que la condicion x ¢ ( es universalmente cierta,
podemos omitirla. Por lo tanto,

0 ={xeU}=U.
Por otro lado,
U={xeU:x¢U}=0.
3) Demostraremos que AN A" = (3, y se dejara como ejercicio
demostrar que A U A’ = U. Por definicién, tenemos que
AnNnA' ={xeceU:(xeA) A(xgA}.

Debido a que es imposible que un elemento simultdneamente
pertenezca y no pertenezca a A, concluimos que An A" = 0.

Es posible combinar las operaciones de conjuntos definidas an-
teriormente para formar nuevos conjuntos. El siguiente teorema
describe la interaccion de las uniones e intersecciones con el com-
plemento.

Teorema 2.50 (leyes de De Morgan). Sean A y B subconjuntos de U.
Entonces se cumple que

(AUB =A'nB'y(AnB) =A"UB.
Demostracion. Por el ejercicio 1.47, sabemos que
~PvQ)=(~P)A(~Q)y ~(PAQ)=(~P)V(~Q),

donde P y Q son proposiciones cualesquiera. Usando estas identi-
dades, no es dificil completar la demostracion del teorema (ejerci-
cio 2.58). [ |
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El siguiente ejemplo ilustra el conjunto obtenido al combinar la
interseccion con el complemento.

Ejemplo 2.51. Si A, By C son conjuntos, el conjunto (BN C) \ A esta
representado por el area mas obscura en el diagrama de Venn de la
figura 2.5.

)</

Figura 2.5: (BN C) \ A.

La siguiente proposicién estudia el caso de cuando se operan
dos conjuntos A y B tales que A < B. Recomendamos al lector
visualizar cada una de las afirmaciones de esta proposicion en un
diagrama de Venn.

Proposicion 2.52. Sean A y B subconjuntos de U. Las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

1) AcB
2) AUB=B
3) BBcA
4) AnB=A

La técnica mas comun para demostrar este tipo de proposicio-
nes consiste en demostrar que la afirmacion 1) implica 2), que 2)
implica 3), que 3) implica 4), y finalmente, que 4) implica 1). Esto
demuestra que todas las afirmaciones son equivalentes entre si.

Demostracion.
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1) — 2) Ejercicio 2.59.

2) — 3) Supongamos que AUB = B.Sea x € U. Si x ¢ B, enton-
ces x ¢ AU B, lo que implica que x ¢ A. Por lo tanto,
si x € B, entonces x € A’. Esto quiere decir que cual-
quier elemento de B’ pertenece a A’; en otras palabras,
B c A

3) — 4) Supongamos que B’ < A’. Debemos demostrar que A N
B = A. Es claro que, por definicion, A n B € A. Demos-
traremos que A < A N B, y usaremos la proposicion
2.18. Sea x € U cualquier elemento tal que x € A. Para
demostrar que x € A N B, debemos probar que x € B.
Por reduccién al absurdo, si x ¢ B, entonces x € B’, asi
que x € A’ (ya que B' < A’). Pero esto contradice que
X € A, asi que x € B, como queriamos demostrar.

4) — 1) Ejercicio 2.60.
[

Finalmente, estudiaremos una nueva forma de definir un con-
junto a partir de otros, sin usar los conectivos 16gicos como pieza
fundamental. Antes de esto, recordaremos al lector el concepto de
par ordenado.

Consideremos dos objetos matematicos x y . Una manera de
crear un nuevo objeto matematico, que involucre a x y 7y, es for-
mar el conjunto {x, y}. En esta situaciéon no consideramos ningin
orden especial; es decir, {x,y} = {y,x}. El par ordenado (x,y) es
la construccion natural que surge cuando nos interesa considerar
el orden en el que aparecen los objetos. En este caso distinguimos
que x es el primer elemento del par (o primera coordenada) y que
v es el segundo elemento del par (o segunda coordenada). Asi, a
diferencia del caso de los conjuntos,

(x,y) # (v, x),

a menos que x = . La propiedad mas caracteristica de los pares
ordenados es que dos de ellos son iguales si y solo si las primeras
y segundas coordenadas coinciden. En simbolos:

(x,y)=(z,w)) & (x=2) A (y =w)).

Definicion 2.53 (producto cartesiano). Sean A y B conjuntos. El pro-
ducto cartesiano de Ay B, denotado como A X B, es el conjunto de
todos los pares ordenados formados por los elementos de A y B:

AXB=1{(a,b):acA,b e B}.
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Ejemplo 2.54. Consideremos los conjuntos
X={w,x,y,z}y Y=1{1,2,3}.

Entonces,

1
XXY:{(yJLQJ

Observemos que |X| = 4y |Y| = 3, mientras que | X X Y| = 12.
Ademas el producto cartesiano

mwxﬂmhﬂyxﬂzhawaxL}
(2,y),(2,2),3,w),(3,x),3,¥),3,z) |’

), (2,1), (w,2), (x,2),
), (x,3),(¥,3),(2,3)

YXXz{

es distinto de X X Y porque las coordenadas de los pares apare-
cen en el orden opuesto. De manera similar, podemos calcular el
producto

(&xﬂ&yMMﬁA%WLWJL

(w,w), (w,x), (w,y),(w,z),(x,w),
mz{ }
0, y),v,2),(z,w),(z,x),(z,¥),(z,2)

y el producto

_(@,1),(,2
YxY_{ (

(1,3
(2,3), (

)
3,1),

Palabras clave de la seccion: union, interseccion, conjuntos disjun-
tos, complemento, diagrama de Venn, par ordenado, producto car-
tesiano.
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2.3.1 Ejercicios de operaciones de conjuntos
Ejercicio 2.55. Considera los conjuntos
A=1{1,2,3,4,5,6,7,8,9},
B=1{2,4,6,8yC={-1,0,1}.

a) Escribe por extension las uniones BUCy AuBUC.

b) Escribe por extensién las intersecciones AnNB, ANnCyBnC.
¢) Escribe por extension los complementos A\ B, B\ Ay C \ A.
d) Escribe por extension el conjunto (An C) U B.

e SiUu =1{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}, encuentra los conjuntos (A U
B)' y A’ n B, y comprueba que son iguales. Esto ejemplifica
el teorema de las leyes de De Morgan.

f) Escribe por extensién los productos cartesianos BxCy C xC.

Ejercicio 2.56. Demuestra la proposicion 2.41 que establece las pro-
piedades basicas de la interseccion de conjuntos.

Ejercicio 2.57. Sean A y B conjuntos disjuntos.

a) Demuestraque A\B=AyB\ A =B.
b) Explica por qué, si A y B son finitos,

|AUB| = |Al + |B|.

Ejercicio 2.58. Escribe una demostracion completa para el teorema
2.50 de las leyes de De Morgan.

Ejercicio 2.59. Sean A y B subconjuntos de U. Demuestra que si
A <€ B, entonces A U B = B.

Ejercicio 2.60. Sean A y B subconjuntos de U. Demuestra que si
ANB = A entonces A < B.

Ejercicio 2.61. Escribe un ejemplo donde los conjuntos AXBy BxA
no sean iguales. Escribe también un ejemplo donde A X B = B X A.
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2.4 Definiciones del capitulo

Escribe la definiciéon y un ejemplo de cada uno de los conceptos
enlistados a continuacion.

1) Paradoja.
2) Notacion por extension de un conjunto.
3) Notacion por comprension de un conjunto.
4) Igualdad de conjuntos.
5) Subconjunto.
6) Cardinalidad de un conjunto finito.
7) Conjunto potencia.
) Unioén de dos conjuntos.
) Interseccion de dos conjuntos.
) Conjuntos disjuntos.
) Complemento de un conjunto en otro.
12) Primera y segunda coordenadas de un par ordenado.
13) Producto cartesiano de dos conjuntos.

8
9
10
11
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Las relaciones matematicas representan la formalizacion de las co-
nexiones e interacciones entre diversos objetos matematicos; por
tal motivo, tienen una importancia crucial en todas las ramas de
esta ciencia.

En este capitulo daremos una definicién formal del concepto de
relacién, y el cual, advertimos, no debe ser confundido su signi-
ficado en espafiol. Como explicaremos, una relacion establece un
vinculo entre dos conjuntos, o de un conjunto consigo mismo. Los
tres tipos de relaciones matematicas mas importantes son: las fun-
ciones, las relaciones de equivalencia y las relaciones de orden. Este
capitulo esta dedicado al estudio de estos tres conceptos.

3.1 Funciones

3.1.1 Relaciones binarias

La definicion de funciéon que usamos actualmente aparecié por pri-
mera vez en el libro Axiomatic set theory (1960) de Patrick Suppes.
El siguiente es un extracto del texto:

Aun hoy muchos textos de calculo diferencial e integral no dan
una definicion de funcién matematicamente satisfactoria. Una de-
finicion precisa y completamente general es inmediata dentro de
nuestro enfoque teérico de conjuntos. Una funcion es simplemen-
te una relacion de muchos a uno, esto es, una relacion tal que
cualquier elemento de su dominio se relaciona exactamente con
un elemento de un recorrido.!

No deja de sorprender que la frase escrita por Suppes en 1960
siga vigente: aun hoy existen muchos textos de calculo que repro-
ducen la definicién de funcién que en 1923 escribi6é el matematico
francés Edouard Goursat en su célebre obra Curso de andlisis ma-
temadtico:

Se dice que y es una funcién de x si a cada valor de x le corres-
ponde un valor de . Esta correspondencia se indica mediante la
ecuacion y = f(x).

La definicién anterior pone énfasis en la correspondencia entre
las variables y no en la idea de conjunto. Sin embargo, ha sido a
partir de la definicién conjuntista que el concepto de funcién se ha

1Tomado de la versién en espafiol de Hernando Alfonso Castillo, profesor de la
Universidad Pedagogica Nacional, Bogota, Editorial Norma (1968).



Capitulo 3. Relaciones 69

encendidos encendidos

f b 0 abcdef 5 afgcd

1 b, ¢ 6 a f,gcde

2 ab,ged 7 a,b,c

3 ab,gcd 8 abcdefg

d 4 bcfg 9 ab,cdfg

Figura 3.1: Relacién display.

vuelto fundamental en todos los campos de la matematica. Incluso
podria decirse que en la matematica actual el concepto de funcién
es mas fundamental que el de nimero.

En la definicion de Suppes se utilizan tres conceptos que requie-
ren una definiciéon: relacion, dominio y recorrido (también llamado
rango).

Definicion 3.1 (relacion). Una relacion es un conjunto en el cual to-
dos sus elementos son pares ordenados.

Una relacién formada por pares también suele llamarse relacion
binaria, ya que el concepto puede generalizarse: un conjunto en el
cual todos sus elementos son n-tuplas ordenadas (a,,a,as, ..., an)
se llama relacion n-aria. En este texto nos enfocamos en estudiar
relaciones binarias.

Ejemplo 3.2. El conjunto
Ry = {(#,0),(8,x),(0,a)}
es una relacion, ya que se trata de un conjunto de pares ordenados.

Ejemplo 3.3. El display que usan algunos equipos electrénicos para
representar los digitos esta formado por siete segmentos que, a
base de encenderse o apagarse, dan forma a cada nimero.

Con esto, definimos una relacion R, como el conjunto de pares
(a,b), donde a es un digito y b es el nimero de segmentos que se
encienden en el display para mostrar el digito a. Escrita por exten-
sién, la relacion es
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En el capitulo 2 definimos el producto cartesiano A x B como el
conjunto de todos los pares cuyas primeras y segundas coordena-
das son elementos de A y B respectivamente. Por lo tanto, cualquier
subconjunto de un producto cartesiano es siempre una relacion.

Definicion 3.4 (relacion de A en B). Sean A y B conjuntos. Una rela-
cion de A en B es un subconjunto del producto cartesiano A x B.

En otras palabras, R es una relacion de A en B siy s6lo si R <
A X B. En simbolos, denotamos a una relacion R de A en B como

R:A - B.

No debemos confundir esta notaciéon con el conectivo 16gico
condicional. Si A = B, decimos que R : A — A es una relacion sobre
A.

Ejemplo 3.5. Sean A = {a,b} y B = {1, 2,3}. El producto cartesiano
de estos conjuntos es

AxB={(a,l),(a,2),(a,3),(,1),(b,2),(b,3)}.
Asi, por ejemplo,
R ={(a,1),(a,3),(b,2)}

es una relacion de A en B. Todas las relaciones de A en B se mues-
tran en la tabla 3.1. Hay 64 relaciones distintas, cada una de las
cuales corresponde a un subconjunto de A X B.

Definicion 3.6 (dominio). Sea R una relacion. El conjunto de todas
las primeras coordenadas de los pares ordenados de una relacion
R se llama dominio de R. En otras palabras,

dom(R) = {a : 3b tal que (a,b) € R}.
Para cualquier relacion R de A en B, tenemos que dom(R) < A.
Ejemplo 3.7. El dominio de la relaciéon R; del ejemplo 3.2 es
dom(R;) = {&, B, O},
mientras que el dominio de la relacion R, del ejemplo 3.3 es

dom(R;) = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}.
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Ro = {} R32 = {(a,2),(a,3),(b,1)}
Ry ={(a,1)} R33 = {(a,2),(a,3),(b,2)}
Ry = {(a,2)} R34 = {(a,2),(a,3),(b,3)}
R3 = {(a,3)} R3s = {(a,2),(b,1),(b,2)}
Ry = {(b,1)} R36 = {(a,2),(b,1),(b,3)}
Rs = {(b,2)} R37 = {(a,2),(b,2),(b,3)}
Rs = {(b,3)} R3s = {(a,3),(b,1),(b,2)}
R; = {(a,1),(a,2)} R39 = {(a,3),(b,1),(b,3)}

Rg = {(a,1),(a,3)} Ryo = {(a,3), (b 2),(b,3)}
Rg = {( a,l),(b,l)} Ry1 = {(b,1),(b,2), (D, 3)}
Rio = {(a,1),(b,2)} Ry = {(a,1), (11 2),(a,3),(b,1)}
Ri1 = {(a,1), ( 3)} R4z = {(a,1),(a,2),(a,3), (b 2)}
Ry = {(a,2),(a,3)} Rys = {(a,1),(a,2),(a,3),(b,3)}
Riz = {(a,2),(b,1)} Rys = {(a,1),(a,2),(b,1),(b,2)}
Ris = {(a,2),(b,2)} Rye = {(a,1),(a,2),(b,1),(b,3)}
Ri5 = {(a,2),(b,3)} Ry7 = {(a,1),(a,2), (h,Z) (b,3)}
Rig = {(a,3),(b,1)} Ryg = {(a,1),(a,3),(b,1),(b,2)}
Ri7 = {(a,3),(b,2)} Ryg = {(a,1),(a,3),(b,1),(b,3)}
Rig = {(a,3),(b,3)} Rso = {(a,1),(a,3),(b,2),(b,3)}
Ry = {(b,1),(b,2)} Rsi = {(a,1),(b,1),(b,2),(b,3)}
Rz = {(b,1),(b,3)} Rs2 = {(a,2),(a,3),(b,1),(b,2)}
Ro1 = {(b,2),(b,3)} Rs3 = {(a,2),(a,3),(b,1),(b,3)}
Rz = {(a,1),(a,2),(a,3)} | Rs4 =1{(a,2),(a,3),(b,2),(b,3)}
Ro3 = {(a,1),(a,2),(b,1)} | Rss ={(a,2),(b,1),(b,2),(b,3)}
Roy = {(a,1),(a,2),(b,2)} | Rse =1{(a,3),(b,1),(b,2),(b,3)}
Rys = {(a,1),(a,2),(b,3)} | Rs7 ={(a,1),(a,2),(a,3), D, l) (b,2)}
Ry = {(a,1),(a, 3) (b,1)} | Rsg ={(a,1),(a,2),(a,3),(b,1),(b,3)}
Ro7 = {(a,1),(a,3),(b,2)} | Rsyg = {(a,1),(a,2),(a,3),(b,2),(b,3)}
Rog = {(a,1),(a, 3) (b,3)} | Reo = {(a,1),(a,2),(b,1), (b 2) (b,3)}
Rag = {(a,1),(b,1),(b,2)} | Re1 ={(a,1),(a,3),(b,1),(b,2),(b,3)}
R3o = {(a,1),(b,1),(b,3)} | Rex = {(a,2),(a,3),(b,1),(b,2),(b,3)}
R31 = {(a,1),(b,2),(b,3)} | Re3 ={a,b} x{1,2,3}

Tabla 3.1: Relaciones de {a, b} en {1, 2, 3}.

Definicion 3.8 (rango). El conjunto de todas las segundas coordena-
das de los pares ordenados de una relacion R se llama rango de
R:

ran(R) = {b : Ja tal que (a,b) € R}.

Si R es una relaciéon de A en B, tenemos que ran(R) < B. El
conjunto B es llamado codominio o contradominio de la relacion.

Ejemplo 3.9. El rango de R; del ejemplo 3.2 es

ran(R;) = {0, x,a},
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mientras que el rango de R, del ejemplo 3.3 es
ran(R») = {2,3,4,5,6,7}.

Las definiciones 3.1 y 3.4 son en realidad equivalentes, ya que
cualquier conjunto R de pares ordenados puede verse como un sub-
conjunto del producto cartesiano dom(R) X ran(R). En conclusion,
todo conjunto de pares ordenados es una relacion y toda relacion
es subconjunto de algin producto cartesiano.

Ejemplo 3.10. La relacion R, del ejemplo 3.3 es un subconjunto de
dom(R;) X ran(R2) = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} x {2,3,4,5,6,7}.
Si D es el conjunto de digitos, también tenemos que
RcDXD.

Ademas, R € N x Ny R < Z x Z. Esto ejemplifica que una relacion
puede ser subconjunto de diversos productos cartesianos.

3.1.2 Definicion de funcion

Con los conceptos revisados, finalmente podemos enunciar la defi-
nicién de funcion.

Definicion 3.11 (funcidn). Sean A y B conjuntos. Una funcion de A
en B es una relacion F : A — B tal que:

1) dom(F) = A.
2) Si(a,b,) € Fy (a,b,) € F, entonces b; = b;.

Queda establecido que las funciones son un tipo especial de re-
laciones. La propiedad 2) de la definicion 3.11 significa que a cada
elemento a € dom(F) le corresponde un Unico elemento del rango,
comunmente denotado como F(a).

Ejemplo 3.12. Consideremos las relaciones K; y K, definidas por
las figuras 3.3 y 3.2. Las flechas — en los diagramas indican que
el par conformado por el punto inicial y el punto final de la flecha
pertenecen a la relacion.

1) La relacién K; no es una funcién porque hay un punto en A
del cual no parte ninguna flecha; es decir, dom(K;) = A.
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Figura 3.3: Relaciéon K.
2) La relacién K> no es una funciéon porque al primer punto del
dominio le corresponden dos puntos distintos del rango.

Ejemplo 3.13. Sea D el conjunto de digitos. Consideremos la rela-
cion display del ejemplo 3.3 (a la cual renombramos con la letra
G):

(5, ,6),(7,3),(8,7),(9,6)

Esta relacion es una funcion sobre D porque:

(0,6),(1,2),(2,5),(3,5), (4,4),
G= 5( 5), (6 }

1) Todos los digitos aparecen como primera coordenada de al-
gun par en la relacion. Asi, dom(G) = D.

2) No existen pares con primeras coordenadas iguales y segun-
das coordenadas distintas.

Desde ahora, llamaremos a esta relacion G la “funcién display”.
Ejemplo 3.14. La relacion

U = {(112)1 (3)4)1 (3v 5)})
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no es una funciéon porque no se cumple la propiedad 2) de la defi-
niciéon 3.11. La razon de esto es que 3 es un elemento del dominio
al que le corresponden dos elementos distintos del rango: 4 y 5.

Ejemplo 3.15. Solo nueve de las relaciones de la tabla 3.1 son fun-
ciones. Explicitamente, estas funciones son:

Ry, Ri0, Ri1, Ri3, Ria, Ris5, Ris, R17Y Ris.
JPor qué las otras 55 relaciones de la tabla no son funciones?

Ejemplo 3.16. Consideremos la relacion F : R — R definida como
F = {(x,y) S [Rx[R:y:xz}.

Entonces, F es una funcion:

1) dom(F) = R, porque para cualquier a € R tenemos que
(a,a®) €F.

2) Si (a,b),(a,c) € F, entonces b = a’ y ¢ = a®. Por lo tanto,
b =c.

En el ejemplo anterior fue sencillo expresar en simbolos la regla
que define a la funcion F; en tales casos es comun identificar a
la funcién misma con su regla definitoria. Sera frecuente escribir
expresiones como: “sea F(x) = x2 una funcion”, para referirse a la
funcion definida por tal regla.

Ejemplo 3.17. Consideremos la relacion K : R — R definida como
K = {(x,y) e [Rx[R:x:yz}.

En este caso K no es una funcion porque existen nimeros reales a
los que corresponden dos elementos distintos del rango. Por ejem-
plo, si x = 4, entonces (4,2) e Ky (4,-2) € K.

Definiremos algunos conceptos relacionados con funciones.

Definicion 3.18 (imagen y preimagen). Sea F : A — B una funciéon y
sea (a,b) € F. Decimos que b es la imagen de a bajo F, y escribi-
mos b = F(a). También decimos que F esta definida en a, y que a
es una preimagen de b.

Es claro que, por definicién, la imagen de cualquier elemento
bajo cualquier funcién debe ser tnica, y que todos los pares de la
funcién F pueden escribirse como (a,F(a)), donde a € dom(F).
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Definicion 3.19 (rango). El rango de la funcion F : A — B es el con-
junto de todas las posibles imagenes de los elementos de A:

ran(F) = {F(a) e B:a € A}.

La definicién del rango de una funcion F coincide con la defini-
cion del rango de F vista como relacion.

Ejemplo 3.20. Sea G la funcion display del ejemplo 3.13. El dominio
y el codominio de G son iguales al conjunto de digitos D. El rango
de la funcion es

ran(G) = {2,3,4,5,6,7}.

Ejemplo 3.21. Consideremos la funcion F : R — R del ejemplo 3.16.
El rango de F es

ran(F)={x2:xeﬂ%}={yeﬂ&:yzo},

ya que cualquier nimero real mayor o igual que cero puede escri-
birse como el cuadrado de otro niumero real.

Definicion 3.22 (imagen de un conjunto). Sea F : A — B una funcion
y C < A. Definimos la imagen del conjunto C como

F(C)={F(a) eB:a e C}.

Claramente, F(C) < ran(F). Con la notacién anterior, el uso de
los simbolos F(A) y ran(F) es intercambiable; es decir, para cual-
quier funcion F : A — B se cumple que F(A) = ran(F).

Definicion 3.23 (preimagen de un conjunto). Sea F : A — B una fun-
ciony E < B. Se llama preimagen del conjunto E al conjunto

FY(E)={ae A:F(a) € E}.

El conjunto F~!(E) coincide con la imagen de E bajo la relacion
inversa de F, la cual definiremos mas adelante.

Ejemplo 3.24. Sea F : A — B una funcién. Si b € B, entonces
F'({b}) = {a € A:F(a) = b};

es decir, F~1({b}) es el conjunto de las preimagenes de b. Para
simplificar la notacion, escribimos simplemente F~1(b).
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Ejemplo 3.25. Sea G la funcion display del ejemplo 3.13,

G—{ (0,6),(1,2),(2,5),(3,5), (4,4), }
| (5,5),(6,6),(7,3),(8,7),(9,6) |°

1) Las imagenes de cada x € dom(G) son:

G(0) = G(6)=G(9) =6,
G() = 2,
G(2) = G@3)=G(5) =5,
G4) = 4,
G(7) = 3,
G@8) = 7.

2) Sea C = {0,6,9} < dom(G). La imagen del conjunto C es
G(C) = {6} cran(G).

3) Sea E = {5,6} < ran(G). La preimagen del conjunto E es

G Y(F)=1{0,2,3,5,6,9} < dom(G).

3.1.3 Tipos de funciones

Definicion 3.26 (funcion inyectiva). Decimos que una funcion
F:A-B

es inyectiva si (a1, b), (ap,b) € F implica que a; = a,.

Otras formas logicamente equivalentes de formular la definicién
de funcién inyectiva son:
1) F es inyectiva siy sélo si F(a;) = F(ay) implica que a, = a..
2) F es inyectiva siy so6lo si a; # a, implica que F(a;) + F(a>).
3) F es inyectiva si y solo si cada elemento del dominio de F
tiene una imagen distinta en el rango.

Definicion 3.27 (funcion sobreyectiva). Decimos que una funcion F :
A — B es sobreyectiva si para toda b € B existe a € A tal que
b = F(a). En otras palabras, F es sobreyectiva si ran(F) = B.
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La definicion de funcion sobreyectiva depende del conjunto al
que consideremos como codominio. Por ejemplo, la funcion

Fo:1{0,1} = {a,b,c}, Fo = {(0,a),(1,b)}

no es sobreyectiva porque ¢ no tiene ninguna preimagen. Sin em-
bargo, modificando el codominio definimos una funcion sobreyec-
tiva como

F,:{0,1} = {a,b}, F, = {(0,a),(1,b)}.

A pesar de que ambas funciones, F; y Fy, estan definidas exac-
tamente por los mismos pares, una es sobreyectiva y la otra no. La
conclusion es que para determinar si una funcién es sobreyectiva
es importante conocer el codominio de la funcion.

Definicion 3.28 (funcion biyectiva). Decimos que una funcion es bi-
yectiva si es a la vez inyectiva y sobreyectiva.

Ejemplo 3.29. Las funciones Ry, R11,R13,R15,R16 Y R17 de la tabla
3.1 son inyectivas. j;Puedes explicar por qué las funciones Rg,R14 y
Ry5 no lo son?

Ejemplo 3.30. Ninguna de las funciones del ejemplo 3.15 es sobre-
yectiva.

Ejemplo 3.31. Consideremos las funciones definidas en los siguien-
tes diagramas. Las flechas determinan la imagen de los puntos del
dominio.

1) La funcion de la figura 3.4 no es inyectiva porque dos flechas
llegan a un mismo punto del codominio ni sobreyectiva por-
que hay un punto en el codominio al que no llega ninguna
flecha.

2) La funcién de la figura 3.5 es inyectiva porque a ningun ele-
mento del codominio llega mas de una flecha.

3) La funcidén de la figura 3.6 es sobreyectiva porque a todos los
puntos del codominio llega al menos una flecha.

4) La funcién de la figura 3.7 es biyectiva.
Ejemplo 3.32. Todas las funciones definidas sobre A = {a, b} son:
Fy ={(a,a),(b,a)}, F»=1{(a,a),(b,b)},

F3 ={(a,b),(b,a)}, Fy=1{(a,b),(b,b)}.
En este caso, solo F, y F3 son biyectivas.
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Figura 3.6: Funcion sobreyectiva no inyectiva.
Ejemplo 3.33. Si A = {1,2,3} y B = {a, b}, todas las funciones de A
en B son:
Hy ={(1,a),(2,a),(3,a)}, H>={(1,a),(2,a),(3,b)},
Hs ={(1,a),(2,b),(3,a)}, Hs={(1,b),(2,a),(3,a)},
Hs ={(1,a),(2,b),(3,b)}, He = {(1,b),(2,a),(3,b)},
H; = {(1,b),(2,b),(3,a)}, Hs=1{(1,b),(2,b),(3,b)}.
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Figura 3.7: Funcion biyectiva.

Todas estas funciones, excepto H; y Hg, son sobreyectivas; sin em-
bargo, ninguna es inyectiva. Compara esto con las funciones del
ejemplo 3.15.

3.1.4 Composicion de funciones

Definicion 3.34 (composicion de funciones). Sean F : A - By G :
B — C funciones. La composicion de F con G es la funcion

GoF:A-C,
definida como
GoF={(a,G(F(a))):ae A}

Recordemos que si F : A — B es una funcién, la imagen de a € A
es F(a) € ran(F) < B. Para formar la composicion de F con alguna
otra funciéon G es necesario que F(a) siempre sea un elemento del
dominio de G; en tal caso tiene sentido escribir G(F(a)) € ran(G).
Si, por otro lado, H es una funcioén tal que ran(F) ¢ dom(H), en-
tonces no es posible formar la composicion de F con H.

En resumen,

G o F existe < ran(F) < dom(G).

Ejemplo 3.35. Sean A = {1,2,3}, B = {a,b,c,d} y C = {x,vy,z}.
Consideremos las funciones F : A — By G : B — C definidas como

F=1{(1,b),(2,a),3,d)} y G = {(a,x),(b,2),(c,x),(d,¥)}.
Entonces, la composicion de F con G es:

GoF=1{(1,2),(2,x),3,»)}
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A

B
]

Figura 3.8: Composicion de F con G.

La forma de hacer esta composicién se ilustra en la Figura 3.8.

En este ejemplo es claro que no podemos formar la composicién
opuesta, F o G, debido a que expresiones como F(G(a)) no tienen
sentido (en este caso, G(a) = x pero F no esta definida en x).

Ejemplo 3.36. Sea F la funcién cuyos pares (x,y) se forman de la
siguiente manera: x es un digito escrito en sistema binario, mien-
tras que y es el mismo digito escrito en sistema decimal. Entonces:

F (0000, 0), (0001,1), (0010, 2), (0011, 3), (0100, 4),
_{ (0101,5),(0110,6), (0111, 7), (1000, 8), (1001, 9) }

Sea G la funcion display

G—{ (0,6),(1,2),(2,5),(3,5), (4,4), }
~ | (5,5),(6,6),(7,3),(8,7),(9,6) §J*

La composicion de F con G asigna a cada digito escrito en sistema
binario el nimero de segmentos que se encienden en el display
para mostrar dicho nimero en decimal. Explicitamente, los pares
de G o F son:

GoF = (0000, 6), (0001, 2), (0010, 5), (0011, 5), (0100, 4),
° _{ (0101, 5), (0110, 6), (0111, 3), (1000, 7), (1001, 6) }

Ejemplo 3.37. Consideremos las funciones F : R - Ry G: R - R
definidas como F(x) = x2 y G(x) = x3 para x € R. Entonces,

(G o F)(x) = G(F(x)) = G(x?) = (x?)3 = x°.

La siguiente definicién hace referencia a relaciones en general,
aunqgue nuestro interés principal estara en el caso particular de las
funciones.
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Definicion 3.38 (relacion inversa). Sea R : A — B una relacion. La
relacion inversa de R, denotada como R, es la relacion

R ={(b,a) eBxA:(a,b) R}

Por definicion, el dominio de R coincide con el rango de R}, y
viceversa:

dom(R‘l) = ran(R),
ran(R‘l)

dom(R).
Proposicion 3.39. Sea R : A — B una relacion. Entonces,
(R°1) =R
Demostracion. Por definicion,
(R°Y)1={(a,b) e AxB:(b,a) eR].
Nuevamente por definicién, sabemos que
(b,a) e R™' < (a,b) €R;

por lo tanto, podemos reemplazar la propiedad que define al con-
junto (R~1)~! para obtener que

(R’l)’l — {(a,b) € AxB:(a,b) € R} =R.
[ |

Ejemplo 3.40. Sea F la funcion del ejemplo 3.36. Su relacion inversa
es:

Pl (0,0000), (1,0001), (2,0010), (3,0011), (4,0100),
_{ (5,0101), (6,0110), (7,0111), (8,1000), (9,1001) }

Observemos que en este caso F~! es también una funcion.
En general, la inversa de una relaciéon es una relaciéon; sin em-

bargo, no siempre se cumple que la inversa de una funcion sea una
funcion.
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Ejemplo 3.41. Sea G la funcién display del ejemplo 3.13. La relacion
inversa de G es

=15

En este caso, G™' no es una funcion ya que, por ejemplo, 5 €
dom(G~!) tiene tres imagenes distintas.

Ejemplo 3.42. Las inversas de las funciones F, = {(a,a),(b,b)} vy
F; ={(a,b),(b,a)} del ejemplo 3.32 son funciones:

F;' = {(a,a),(b,b)},
F;' = {(a,b), (b,a)}.

El siguiente teorema examina una clase de funciones cuya inver-
sa siempre es una funcion. Mas adelante veremos que esta clase es
la unica donde sucede.

Teorema 3.43. Sea F : A — B una funcion biyectiva. Entonces, la
relacion inversa de F es una funcion y es biyectiva.

Demostracion. Para demostrar que F~! : B — A es una funcion debe-
mos comprobar dos cosas: 1) dom(F~1) = B,y 2) si (b,a1), (b,az) €
F~1 entonces a; = a».

1) Larelacion inversa de F cumple que dom(F~!) = ran(F). Co-
mo F es sobreyectiva, ran(F) = B. Por lo tanto, dom(F~!) =
B.

2) Si (b,a1),(b,a,) € F~', por definicion de inversa, tenemos
que (aq,b), (az,b) € F. Como F es inyectiva, concluimos que
ap = ap.

Ahora, para demostrar que F~! es biyectiva tenemos que
comprobar dos cosas: 3) F~! es inyectiva, y 4) F~! es so-
breyectiva.

3) Si (b1,a),(b2,a) € F~1, por definicion de inversa, tenemos
que (a,by), (a,by;) € F. Como F es una funcion, concluimos
que b, = b,.

4) La relacion inversa de F cumple que ran(F~') = dom(F). Co-
mo F es una funcion, dom(F) = A. Por lo tanto, ran(F~!) =
A. n
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Para cualquier conjunto A, la funcion identidad en A, denotada
como Iy : A — A, es la funciéon definida por la regla I (a) = a,
Ya € A; en otras palabras,

I, ={(a,a):ac A}.

Claramente, si F : A — B es una funcion, la identidad I, cumple
que

Foly=F,
mientras que la identidad Iz cumple que
IgoF =F.

Teorema 3.44. Sea F : A — B una funcion y supongamos que F~! :
B — A es también una funciéon. Entonces,

FoFl'=I3y F'oF =14

Demostracion. Sabemos que (a,b) € F siy solo si (b,a) € F~'. En
otras palabras, F(a) = b siy solo si F~1(b) = a. Con esto, vemos
que

FoFY(b) =F(F '(b)) =F(a) = b.

para toda b € B. Por lo tanto, F o F~! = I. De manera similar,
FloF(a)=F'(F(a)) =F '(b) =a,

para toda a € A. Por lo tanto, F~! o F = I4. ]

Teorema 3.45. Sean F : A — By G : B — A funciones.

1) Si G o F = I, entonces F es inyectiva.

2) Si F o G = I, entonces F es sobreyectiva.
Demostracion. Demostraremos cada una de las afirmaciones.

1) Supongamos que F(a;) = F(a;) donde a1, a; € A. Aplicando
la funcién G y usando la hipétesis G o F = 14, vemos que:
F(a,) = F(a2) = G(F(a1)) = G(F(az))
= (GoF)(a1) = (GoF)(az)
= Ia(a1) = 1a(az)
= d1 = Ay.

Esto demuestra que F es inyectiva.
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2) Debemos demostrar que para toda b € B existe a € A tal que
F(a) = b. Sea b € B un elemento arbitrario de B. Definamos
a = G(b) € A. Entonces, por hipotesis

F(a) = F(G(D))
= (FoG)(b)
=Ip(b) = b.

Esto demuestra que F es sobreyectiva. [ |

Corolario 3.46. Sea F : A — B una funcion tal que su relacion inversa
es también una funcion. Entonces F es biyectiva.

Demostracion. Por el teorema 3.44, la funcion F satisface las hipote-
sis del teorema 3.45 con G = F~1. Asi, F es inyectiva y sobreyectiva,
y por lo tanto, biyectiva. [ ]

De esta manera el corolario 3.46 y el teorema 3.43 implican el
siguiente teorema.

Teorema 3.47 (funcidn inversa). Una funcion es biyectiva si y solo si
su relacién inversa es una funcion.

Palabras clave de la seccion: relacion; dominio; codominio; imagen;
funcion; funcion inyectiva, sobreyectiva y biyectiva; composicion de
funciones; relacion inversa; funcion identidad.
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3.1.5 Ejercicios de funciones

Ejercicio 3.48. Encuentra todas las relaciones de A = {0,1} en B =
{a, b}. ;Cudles de estas relaciones son funciones? Determina cuales
son funciones de los siguientes tipos:

a) No inyectivas ni sobreyectivas.
b) Inyectivas pero no sobreyectivas.
¢) Sobreyectivas pero no inyectivas.
d) Biyectivas.

Ejercicio 3.49. Considera las funciones
F ={(0,0),(1,2),(2,4),(3,6), (4,8), (5,10), (6,12)},

G { (0,0),(1,1),(2,0),(3,1),(4,0), }
(5,1),(6,0),(8,0),(12,0)
a) Encuentra las imagenes F(3), F(4), G(0) y G(8).
b) Encuentra los conjuntos dom(F), ran(F), dom(G) y ran(G).
c) SiJ ={0,3,5}, encuentra F(J) y G(J).
d) Encuentra F~1({10,12}), F~1(0) y G~1(0).
e) Determina si F y G son funciones inyectivas. Justifica.

f) Determina si es posible hacer las composiciones GoF, Fo Gy,
en caso de que sea posible escribelas. Justifica tu respuesta.

g) Encuentra las relaciones inversas de F y G. Determina si estas
relaciones son funciones.

Ejercicio 3.50. Considera las funciones F; : R — R definidas por las
siguientes reglas:

Fi(x) = x2%, Fo(x) =x3, F3(x) =2%, Fi(x)=5x+1.
Responde lo siguiente justificando en cada caso:

a) jCuales de estas funciones son inyectivas?
b) ;Cuales de estas funciones son sobreyectivas?

¢) ;Cuales de estas funciones son biyectivas? Encuentra la fun-
cién inversa de cada una de estas funciones biyectivas.

d) Encuentra las siguientes composiciones:

F30F), FpoF3, FioFy, Fs0F3y F30F;0F;.
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3.2 Relaciones de equivalencia

Parte del trabajo de un matematico es hacer generalizaciones; es
decir, encontrar y describir las propiedades de objetos particulares
para estudiarlas en una variedad de objetos mas amplia.

Tomando como ejemplo al conjunto de niimeros, en esta seccion
generalizamos una de sus relaciones mas importantes: la igualdad.
;Cuales son las propiedades esenciales de la igualdad entre nime-
ros?

Nos enfocamos en estudiar relaciones sobre conjuntos (recor-
demos que R es una relacién sobre A si R € A x A). Una forma
alternativa para denotar que (a,b) € R es escribir aRb.

Definicion 3.51. Sea R una relacion sobre A.

1) Decimos que R es reflexiva si aRa para toda a € A.

2) Decimos que R es simétrica si aRb implica que bRa.

3) Decimos que R es transitiva si aRb y bRc implica que aRc.
Definicion 3.52 (relacion de equivalencia). Sea R una relacion sobre

A. Decimos que R es una relacion de equivalencia sobre A si R es
reflexiva, simétrica y transitiva.

Ejemplo 3.53. La relacion de igualdad entre numeros reales, deno-
tada como “=", es de equivalencia. Estrictamente, esta relacion es
igual al conjunto

{(x,y) eRxR:x =y},

pero, como en el caso de las funciones, nos referimos a ella simple-
mente por la regla que la define.

La igualdad es la relacién de equivalencia arquetipica: sus pro-
piedades son la fuente de inspiracion de la definicién general.
1) Laigualdad es reflexiva porque x = x para toda x € R.
2) Laigualdad es simétrica porque si x = y entonces y = Xx.
3) La igualdad es transitiva porque si x = y, ¥ = z entonces
X = z.

Observemos que la relacion de igualdad coincide con la funcion
identidad en R.
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Ejemplo 3.54. Consideremos la siguiente relacion sobre {1, 2, 3,4}:
Ry ={(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(1,2),(2,1),(3,4),(4,3)}.
Demostraremos que R; se trata de una relacion de equivalencia.
1) La relacion es reflexiva porque todos los pares (1,1), (2,2),

(3,3) y (4,4) pertenecen a R;.

2) La relacion es simétrica porque los pares (1,2), (2,1), (3,4)
y (4,3) pertenecen a R;.

3) Larelacion es transitiva porque (a, b), (b,c) € R, implica que
(a,c) € R;.

Ejemplo 3.55. Consideremos la relacion sobre el conjunto de per-
sonas definida por la regla: “A tiene el mismo color de ojos que
B”.
1) Esta relacion es reflexiva porque cualquier persona tiene el
mismo color de ojos que ella misma.

2) Es simétrica porque si A tiene el mismo color de ojos que B,
entonces B tiene el mismo color de ojos que A.

3) Es transitiva porque si A tiene el mismo color de ojos que B,
y B tiene el mismo color de ojos que C, entonces A tiene el
mismo color de ojos que C.

Ejemplo 3.56. Las siguientes relaciones no son de equivalencia:
1) La relacion “x es menor o igual que y”, denotada como <,
sobre los niimeros reales, no es simétrica.

2) Larelacion “A es compariero de clase de B”, sobre el conjunto
de estudiantes, no es ni reflexiva ni transitiva.

3) Larelacion “A es padre de B”, sobre el conjunto de personas,
no es ni reflexiva, ni simétrica, ni transitiva.

Definicion 3.57 (clase de equivalencia). Sea R una relacion de equi-
valencia sobre A. La clase de equivalencia de un elemento a € A,
denotada como [a], es el subconjunto de A definido como

[a]l = {x € A:xRa}.

Debido a que cualquier relacién de equivalencia es reflexiva, te-
nemos que a € [a] para toda a € A.
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Definicion 3.58 (conjunto cociente). Sea R una relacion de equiva-
lencia sobre A. El conjunto cociente de A por R, denotado como
A/R, es el conjunto de clases de equivalencia de los elementos de
A. En otras palabras,

A/R = {[a] :a € A}.

La idea detras de la definicion del conjunto cociente A/R es la
de considerar a todos los elementos de A que no sean equivalentes
entre si.

Proposicion 3.59. Sea R una relacion de equivalencia sobre A. Las
clases de equivalencia [a] v [b] son iguales siy soOlo si aRb.

Demostracion.
(=) Supongamos que [a] = [b]. Como a € [a], tenemos que a €
[b]. La definicion de clase de equivalencia implica que aRb.

(<) Supongamos que aRb. Usaremos la proposicion 2.18. Primero
demostraremos que [a] < [b]. Sea x € [a] un elemento ar-
bitrario. Entonces xRa, y por transitividad, xRb. Por lo tanto,
x € [b],lo que demuestra que [a] < [b]. Sea ahora y € [b] un
elemento arbitrario. Entonces yRb. Por simetria, como aRb,
tenemos que bRa. Luego, por transitividad, yRa y v € [a].
Esto demuestra que [b] < [a]. Por lo tanto [a] = [b]. -

Ejemplo 3.60. La relacion R; del ejemplo 3.54 tiene dos clases de
equivalencia: la clase de 1 (que es igual a la clase de 2 porque
(1,2) € Ry) y la clase de 3 (que es igual a la clase de 4). Por lo
tanto,

donde
[1]1=1[2]=1{1,2}y [3]=[4] = {3,4}.

Ejemplo 3.61. Todas las clases de equivalencia de la relacion de
igualdad sobre R contienen s6lo un numero; es decir, [x] = {x},
Vx e R.

Ejemplo 3.62. Las clases de equivalencia de la relacion “A tiene el
mismo color de ojos que B” sobre el conjunto de personas, estan
determinadas por los posibles colores de ojos. Asi pues, si Juan
tiene ojos negros, Elisa ojos cafés, Daniela ojos verdes y Pedro ojos
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azules, entonces (considerando cierta variacion en los colores), el
conjunto cociente en este caso es igual a

{[Juan], [Elisa], [Daniela], [Pedro]}.

Si Hugo también tiene ojos verdes, el representante de su clase es
intercambiable (proposicion 3.59); es decir, [Daniela] = [Hugo].

La siguiente definicion no hace referencia a relaciones de equi-
valencia; su relevancia se establecera en los ultimos teoremas de
esta seccion.

Definicion 3.63 (particidon). Sea A un conjunto. Una particion de A
es un conjunto P tal que:

1) Los elementos de P son subconjuntos no vacios de A.
2) La unioén de los elementos de P es igual a A.

3) La intersecciéon de cualquier par de elementos distintos de P
es vacia.

Ejemplo 3.64. Consideremos el conjunto de digitos,
D =1{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}.
Dos particiones distintas de D son:
Py ={{0,1},1{2,3,7},{5,9}, {4,6}, {8}},
P, ={{0,1,2,3,4,5}, {6}, {7}, {8}, {9}}.

Es sencillo comprobar que P; y P, cumplen las propiedades 1) — 3)
de la definicion 3.63: claramente, la union de sus elementos es D,
mientras que la interseccion de cualquier par de elementos distin-
tos es vacia.

Ejemplo 3.65. Sea 27 el conjunto de enteros pares e [ el conjunto
de enteros impares,

27 = {2n:n e 7} = {0, £2,+4,+6,...},
I={2n+1:nez} ={+1,+3,£5,...}.

El conjunto
P ={27,1}

es una particion de 7, ya que 2Z U | = Z mientras que 2Z N1 = (.
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Ejemplo 3.66. Consideremos la relacion de equivalencia R; sobre
A ={1,2,3,4} del ejemplo 3.54. El conjunto cociente

A/Ry = {[1],[31} = {{1,2}, {3,4}},

es una particion de A porque

A=1{1,2}u{3,4} y{1,2} n {3,4} = 0.

El ejemplo anterior ilustra un hecho mas general.

Teorema 3.67. Sea R una relacion de equivalencia sobre A. Entonces
el conjunto cociente A/R es una particion de A.

Demostracion. Demostraremos que se cumplen las tres propieda-
des de la definicién de particion de un conjunto:

1)

2)

3)

Los elementos de A/R son subconjuntos no vacios de A por-

que las clases de equivalencia son subconjuntos no vacios de
A.

Debemos demostrar que A es igual a la uniéon de todas sus
clases de equivalencia; en simbolos,

A= JIlal.

acA

Claramente, Ugcala]l € A porque todos los elementos de
cualquier clase de equivalencia son elementos de A. Para de-
mostrar que A € Ugzealal, sea x € A un elemento arbitrario.
Debido a que x € [x], tenemos que X € Ugzeala]. Laigualdad
queda demostrada.

Demostraremos que la interseccién de dos clases de equiva-
lencia distintas es vacia. Sean [a],[b] € A/R clases de equi-
valencia, [a] # [b]. Usaremos reducciéon al absurdo. Supon-
gamos que

[al n[b] # 0.

Entonces, existe ¢ € [a] n [b]. Por definicion, ¢ € [a] y c €
[b], asi que cRa y cRb. Por simetria y transitividad, tenemos
que aRb. Pero ahora, la proposicion 3.59 implica que [a] =
[b], lo que contradice que las clases sean distintas. Por lo
tanto, [a] N [b] = 0. u

El siguiente teorema describe como es posible definir una rela-
cion de equivalencia sobre un conjunto usando una particién del
conjunto.
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Teorema 3.68. Sea P una particion de un conjunto A. Entonces la
relacion Rp sobre A definida como

Rp={(a,b) e AxA:a,b e EparaalgunE € P}
es una relacion de equivalencia. Ademas, se cumple que P = A/Rp.

Demostracion. Demostraremos que la relacién Rp es reflexiva, si-
meétrica y transitiva:

1) Reflexividad. Como la uniéon de los elementos de P es igual a
A, para cualquier a € A existe E € P tal que a € E. Por lo
tanto, aRpa para toda a € A.

2) Simetria. Si aRpb, entonces a, b € E para algun E € P. Clara-
mente, también se cumple que b,a € E, asi que bRpa.

3) Transitividad. Supongamos que aRpb y bRpc. Entonces, exis-
ten Ei,E; € P tales que a,b € E1 y b,c € E,. Como b €
E| n E, la interseccion de E; y E» es no vacia. Por la pro-
piedad 3) de las particiones, deducimos que E; = E». Por lo
tanto, a,c € E; = E», lo que significa que aRpc.

Se deja como ejercicio comprobar que P = A/Rp. [ ]

Ejemplo 3.69. Consideremos la particion P = {27,101} de Z. La rela-
cion de equivalencia Rp sobre Z inducida por esta particion es

Rp={(a,b)eZxZ:(a,be?2Z)v (a,bel)}=2Zx2Z)u (Ix1).

En otras palabras, Rp relaciona a los nimeros pares con los pares y
a los numeros impares con los impares.

Ejemplo 3.70. Sea R; la relacion de equivalencia sobre
A=1{1,2,3,4}
del ejemplo 3.54. Consideremos la siguiente particion de A:
P = {{1,2},{3,4}} = A/R;.
La relaciéon de equivalencia Rp inducida por esta particion es:

Rp={(a,b) e AxA:(a,be{1,2})via,be{3,4})}
=1{(1,1),(2,2),(1,2),(2,1),(3,3), (4,4),(3,4), (4,3)}.

Observemos que Rp = R;.
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No es dificil darse cuenta de que si P = {E,E>,...,E,} es una
particién de A, entonces

Rp =(E1 XE]) U(Ex XEx)U...U (E, X Eyp).

Palabras clave de la seccion: relacion reflexiva, simétrica y transiti-
va; relacion de equivalencia; clase de equivalencia; conjunto cocien-
te; particion de un conjunto.
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3.2.1 Ejercicios de relaciones de equivalencia

Ejercicio 3.71. Determina si las siguientes relaciones son reflexivas,
simétricas o transitivas. Justifica tu respuesta.

a) La relacion “A es hermano de B” sobre el conjunto de perso-
nas.
b) Larelacion R = {(a,b) e RxR:a-b =1}.

¢) Larelacién “A es subconjunto de B” sobre el conjunto poten-
cia de N.

d) Larelacion K = {(a,b) € Rx R :a’ = b?}.
Ejercicio 3.72. Define relaciones sobre conjuntos tales que:

a) La relacion sea reflexiva, pero no simétrica ni transitiva.

b) La relacion sea reflexiva y simétrica, pero no transitiva.

¢) La relacion sea transitiva, pero no reflexiva ni simétrica.

d) Larelacion sea simétrica y transitiva, pero no reflexiva.
Ejercicio 3.73. Demuestra que cada una de las siguientes relacio-

nes es de equivalencia y describe el conjunto cociente. ;Cual es la
cardinalidad de estos conjuntos cociente?

a) Larelacion “A cumple anos el mismo dia que B” sobre el con-
junto de personas.
b) Larelacion L = {(a,b) € Z X Z:a — b € 27}.
c) Larelacion J = {(a,b) € Z X Z:a = +b}.
Ejercicio 3.74. Determina cuales de los siguientes conjuntos son
particiones de Z. Justifica tu respuesta en cada caso.
aPp={{lacZ:a<0},{acZ:a=0}}
b)P,={lacZ:a°+2a+1=0}, {acZ:(a<?2)A(az=
2)}, {0,1}}.
o) Ps={{acZ:(a<2)v(a=2)}, {acZ:a®>-a=0}}.
Ejercicio 3.75. Encuentra una particion de Z conformada por exac-

tamente tres conjuntos infinitos y describe la relacion de equiva-
lencia inducida.

Ejercicio 3.76. Si P es una particion de A, demuestra que P = A/Rp.
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3.3 Relaciones de orden

En esta seccion generalizamos otra de las relaciones mas importan-
tes entre numeros: la relacion < que los ordena. Al igual que antes,
estamos interesados en relaciones sobre conjuntos.

Definicion 3.77 (relacion antisimétrica). Una relacion R sobre un con-
junto A es antisimétrica si aRb y bRa implica que a = b.

En otras palabras, R es antisimétrica si siempre que (a,b) € R,
a + b, tenemos que (b,a) ¢ R.

Ejemplo 3.78. La relacion < sobre los numeros reales es antisimé-
trica: si x <y, vy < x, entonces x = Y.

Ejemplo 3.79. Si X es un conjunto, la relacion < sobre el conjunto
potencia P(X) es antisimétrica: si B < Cy C < B, entonces B = C
(proposicion 2.18).

La siguiente definicion generaliza los ejemplos anteriores.

Definicion 3.80 (relacion de orden). Sea R una relacion sobre A. De-
cimos que R es una relacion de orden sobre A si R es reflexiva,
antisimétrica y transitiva.

Ejemplo 3.81. La relacion < sobre los numeros reales es una rela-
cion de orden, ya que es reflexiva, antisimétrica y transitiva.

Definicion 3.82 (conjunto ordenado). Un conjunto ordenado® es un
par (A,R), donde A es un conjunto y R una relacion de orden sobre
A.

En lo sucesivo, cuando R sea una relacion de orden, en lugar de
escribir aRb para indicar que (a, b) € R, escribiremos a X b. Esta
notacion esta inspirada en la relacion <. Como es usual, escribimos
a<bcuandoa<bya=+h.

Con esta nueva notacion, las propiedades de una relacién de
orden sobre A son:

1) Reflexividad. Para cualquier a € A, se cumple que a <X a.
2) Antisimetria. Sia X by b <X a entonces a = b.
3) Transitividad. Sia < by b < c entonces a < c.

2Algunos autores usan el término conjunto parcialmente ordenado para distin-
guirlo de los conjuntos totalmente ordenados, que se definirdn mas adelante.
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Ejemplo 3.83. Sea X un conjunto. La relacion < sobre el conjunto
potencia P(X) es una relacién de orden. Verifiquemos cada propie-
dad:

1) Reflexividad. Para cualquier B € P(X), se cumple que B < B.
2) Antisimetria. Si B < Cy C < B, entonces B = C.
3) Transitividad. Si B < Cy C < D, entonces B < D.

Llamamos relacion de inclusion a esta relacion de orden.

Definicion 3.84 (comparable). Si (A, <) es un conjunto ordenado, de-
cimos que dos elementos a,b € A son comparables si a < b o
b < a.

En general, pueden existir elementos de A que no sean compa-
rables; es decir, a,b € Atalesquenia < bni b < a.

Ejemplo 3.85. Consideremos el conjunto ordenado (P(X),<) don-
de
X ={w,x,y,z}.

Los subcobjuntos {x,y} vy {x,y,z} son comparables porque
{x, v} e i{x, ¥z}

Sin embargo, también existen subconjuntos de X que no son com-
parables. Por ejemplo, {w,x} y {»,z} no son comparables ya que

{w,x} ¢{y,z} y{y,z} £ {w,x}.

Cuando cualquier par de elementos es comparable, el conjunto
ordenado (A, X) recibe un nombre especial.

Definicion 3.86 (orden total). Sea (A, X) un conjunto ordenado. De-
cimos que X es una relacioén de orden total, o que (A, X) esta total-
mente ordenado, si cualquier par de elementos de A es comparable.

Ejemplo 3.87. La relacion < sobre los numeros reales es de orden
total: para cualesquiera x,y € R se cumple que x <y o y < x.

Una cadena de (A, X) es un subconjunto totalmente ordenado.

Ejemplo 3.88. Tomemos en cuenta el conjunto ordenado (P(X), <)
del ejemplo 3.85. El subconjunto C de P(X) definido como

C={{xpz} {x,} {x}},

es una cadena, ya que cualquier par de elementos de C es compa-
rable.



96 Capitulo 3. Relaciones

Ahora estudiaremos diferentes elementos especiales en conjun-
tos ordenados.

Definicidn 3.89 (elemento maximal / minimal). Sea (A, <) un conjun-
to ordenado.
= Un elemento m € A es un elemento maximal de (A, <) si no
existe ningun x € A tal que m < x.
= Un elemento s € A es un elemento minimal de (A, <) si no
existe ningiin x € A tal que x < s.

Ejemplo 3.90. El conjunto (R, <) no tiene elementos maximales ni
minimales. Por otro lado, 0 es el inico elemento minimal de (N, <).

Ejemplo 3.91. Sea X un conjunto y (P(X), <) el conjunto potencia
ordenado por inclusién. Entonces, el conjunto vacio es el tinico ele-
mento minimal y X es el iinico elemento maximal.

Ejemplo 3.92. Sea X = {a, b, c}. Observemos que el par
(P(X)\ {0}, <)

es un conjunto ordenado por inclusion cuyos elementos son los
subconjuntos no vacios de X. En este caso, X es el inico elemento
maximal, pero existen tres elementos minimales: {a}, {b} y {c}.

Como vimos en los ejemplos anteriores, un conjunto ordenado
puede no tener elementos maximales ni minimales y, si los tiene,
éstos pueden no ser unicos. Sin embargo, para el caso de los con-
juntos totalmente ordenados, tenemos el siguiente resultado.

Proposicion 3.93. Sea (A, <) un conjunto totalmente ordenado. Si
(A, X) tiene un elemento maximal, entonces éste es Uinico.

Demostracion. Por hipotesis existe un elemento maximal m € A.
Para demostrar su unicidad, sea m’ € A otro elemento maximal.
Como el orden es total, debe cumplirse que m < m’ o m’ < m.
Si m < m/, entonces m = m’, ya que no es posible que m < m’
por definicion de maximal. De manera similar, si m’ < m, entonces
m’ = m. Esto demuestra que m es unico. [ ]

Existe una proposicién analoga a la anterior para los elementos
minimales (ejercicio 3.107).

Definicion 3.94 (maximo / minimo absoluto). Sea (A, X) un conjunto
ordenado.
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= Un elemento m € A es un mdximo absoluto si x < m, Vx € A.
= Un elemento s € A es un minimo absoluto si s < x, Vx € A.

La diferencia clave entre un elemento maximal y un maximo ab-
soluto es que el segundo debe ser comparable con todos los ele-
mentos. Claramente, un maximo absoluto también es un elemento
maximal, pero un elemento maximal no siempre es un maximo ab-
soluto. Ademas, un maximo absoluto, si existe, es tinico. Afirmacio-
nes analogas se cumplen para los minimos absolutos.

Ejemplo 3.95. Consideremos el conjunto

K = {{x}, {x, v}, {w,x,v,z}, {y,z}}

ordenado por inclusién. Los conjunto {x} vy {y,z} son los tnicos
elementos minimales de K (porque no existen elementos menores
que ellos), pero ninguno es el minimo absoluto de K, porque {x}y
{v,z} no se pueden comparar entre si. Por lo tanto, K no tiene un
minimo absoluto, pero si tiene un maximo absoluto: {w, x, v, z}.

Definicion 3.96 (cota superior / inferior). Sea B un subconjunto del
conjunto ordenado (A, X).
= Un elemento k € A es una cota superiorde Bsib <k, Vb € B.
= Un elemento v € A es una cota inferior de B siv < b, Vb € B.

Si k es una cota superior de B, entonces cualquier otro elemento
k' € A tal que k X k’ también es una cota superior de B. Ademas,
cualquier cota superior de B es una cota superior de cualquier sub-
conjunto de B. Afirmaciones analogas se cumplen para las cotas
inferiores.

Ejemplo 3.97. El namero 0 es una cota inferior del subconjunto N
de (R,<), yaque 0 < n, Vn € N. Sin embargo, N no tiene cotas
superiores.

Ejemplo 3.98. Consideremos el subconjunto B = {3,5,11,121,240}
de (R, <). Entonces —30, —7, 0 y 3 son cotas inferiores de B, mien-
tras que 240, 300 y 973 son algunos ejemplos de cotas superiores
de B.

Definicion 3.99 (supremo / infimo). Sea B un subconjunto de un con-
junto ordenado (A, X).
» El supremo de B, denotado como sup, B, es la minima cota
superior de B.
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» El infimo de B, denotado como inf, B, es la maxima cota infe-
rior de B.

Ejemplo 3.100. Consideremos al subconjunto
B =1{3,5,11,121,240}

de (N, <). La minima cota superior de B es 240, mientras que la
maxima cota inferior es 3. Por lo tanto, supy B = 240 e infy B = 3.
En este caso, el supremo e infimo de B coinciden con el maximo y
minimo absoluto de B, respectivamente.

Ejemplo 3.101. Probablemente el estudiante sabra que 1T es un nu-
mero real cuya aproximacion decimal es 3.14159265. Considere-
mos el siguiente conjunto de nimeros reales:

B = {3, 3.1, 3.14, 3.141, 3.1415, 3.14159, ...}.

Los elementos de B son numeros racionales que se aproximan a
1T (el cual es un numero irracional), pero T ¢ B. Claramente, el
infimo de B es 3, el cual coincide con el minimo absoluto de B. Sin
embargo, a pesar de no tener un maximo absoluto, el supremo de
B es 1. Esto ocurre debido a que los elementos de B se aproximan
a 1T “tanto como queramos”, pero nunca llegan a ser iguales a él.

Definicion 3.102 (conjunto bien ordenado). Decimos que un conjun-
to ordenado (A, X) esta bien ordenado si cualquier subconjunto no
vacio de (A, <) tiene un minimo absoluto.

Ejemplo 3.103. El conjunto (N, <) esta bien ordenado. Cualquier
subconjunto de N tiene un minimo absoluto.

Proposicion 3.104. Cualquier conjunto bien ordenado esta totalmen-
te ordenado.

Demostracion. Sea (A, <) un conjunto bien ordenado. Tenemos que
demostrar que cualquier par de elementos de A se puede compa-
rar. Sean a,b € A. Por la definicién de conjunto bien ordenado, el
subconjunto {a,b} debe tener un minimo absoluto. Esto significa
quea X bob <X a,yporlo tanto a y b son comparables. Esto
demuestra que (A, X) esta totalmente ordenado. []

La proposicion reciproca de la proposicién anterior no es ver-
dad, como lo demuestra el siguiente ejemplo.
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Ejemplo 3.105. El conjunto (Z, <) esta totalmente ordenado (ya que
cualquier par de elementos se puede comparar), pero no es un con-
junto bien ordenado debido a que Z no tiene un minimo absoluto.

Palabras clave de la seccion: relacion antisimétrica, relacion de or-

den, elementos maximales y minimales, cotas superiores e inferiores,

maximos y minimos absolutos, supremo e infimo, conjunto bien or-
denado.



100 Capitulo 3. Relaciones

3.3.1 Ejercicios de relaciones de orden

Ejercicio 3.106. Considera el conjunto
H = {{a,b},{a,b,c},{a,b,d}, {a,b, f},{a,b,e, f},{a,b,c,d,e}}
ordenado por inclusién.

a) Explica por qué H no es un conjunto totalmente ordenado.
Encuentra un subconjunto de H que si esté totalmente orde-
nado (una cadena).

b) Encuentra todos los elementos minimales y maximales de H.
¢) Determina si H tiene un maximo o un minimo absoluto.

d) Si A es el conjunto potencia de las letras del abecedario, en-
cuentra infa H y sup, H. (Sugerencia: considera uniones e in-
tersecciones de los elementos de H.)

Ejercicio 3.107. Demuestra que si (4, <) es un conjunto totalmente
ordenado y s € A es un elemento minimal, entonces s es Unico.

Ejercicio 3.108. Sea < la relacion de orden usual sobre N. Defina-
mos la relacion de orden lexicogrdfico sobre N> = N x N de la si-
guiente forma:

L= {((a,b), (c,d) eN2xN?:(a<c)v[@a=c)A(b< d)]}.

Si ((a,b),(c,d)) € L escribimos (a,b) X (c,d). Determina si las
siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas. Justifica tu res-
puesta.

a) (3,4) X (1,7).

b) (5,9) < (5,11).

¢) L es una relacion de orden sobre N2,

)

)
d) (N x N, <) no es un conjunto totalmente ordenado.
e) (N x N, X) es un conjunto bien ordenado.

Ejercicio 3.109. Considera la relacion

K = {(n,m) e Nx N: 3k € N tal que m = kn},

parala cual, si (n,m) € K, decimos que n divide a m y escribimos
nlm.
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a) Demuestra que K es una relacion de orden sobre N.
b) Determina si (N, |) es un conjunto totalmente ordenado.

¢) Encuentra todos los elementos maximales y minimales de
(N, ).
d) Determina si (N, |) es un conjunto bien ordenado.
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3.4 Definiciones del capitulo

Escribe la definiciéon y un ejemplo de cada uno de los conceptos
enlistados a continuacion.

1) Relacion.

2) Dominio de una relacion.
3) Rango de una relacion.
4) Funcion.
5) Imagen de un conjunto bajo una funcién.
6) Preimagen de un conjunto bajo una funcion.
7) Funcion inyectiva.
8) Funcion sobreyectiva.
9) Funcion biyectiva.
O) omposicion de dos funciones.
11) Relacién inversa.
12) Relacion de equivalencia.
13) Clase de equivalencia.
14) Conjunto cociente de una relacion de equivalencia.
15) Particion de un conjunto.
16) Relaciéon de orden.
17) Relacion de orden total.
18) Elemento minimal.
19) Cota inferior.
20) Minimo absoluto.
21) Infimo.
22)

Conjunto bien ordenado.
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Originalmente, los nimeros surgieron de la necesidad practica de
contar objetos. Los primeros humanos contaban con ayuda de los
medios disponibles: dedos, piedras, marcas talladas, etc. Le tom6
cientos de afos a la humanidad establecer conceptos como la infini-
tud de los numeros, la existencia del cero! y los nimeros negativos.

En este capitulo estudiamos el concepto matematico de niimero
desde diversos puntos de vista. En la seccion 4.1, estudiamos las
propiedades basicas de los niumeros naturales y el principio de in-
duccion matemadtica, el cual nos proporciona una nueva y poderosa
técnica de demostracion. En la seccion 4.2 examinamos los con-
ceptos importantes relacionados con los nimeros enteros, como la
divisibilidad y las ecuaciones diofanticas. Las congruencias modu-
lo n son definidas después, en la seccién 4.3. Luego, en la seccion
4.4 abordamos el concepto de cardinalidad de un conjunto, ya sea
finito o infinito. Finalmente, en la seccién 4.5 presentamos algunas
técnicas para contar cardinalidades de conjuntos finitos.

4.1 Numeros naturales

En los capitulos anteriores desarrollamos un buen bagaje de he-
rramientas logicas, las cuales aplicamos al estudio de conjuntos,
relaciones y funciones. A pesar de haber trabajado con numeros
constantemente, no hemos dicho con precisiéon qué es un namero.
¢Cual es la esencia de los nameros? ;Qué propiedades basicas los
definen?

El primer paso es definir al conjunto de los niimeros naturales.
Existen diversas formas de lograr esto: la mas aceptada actualmen-
te se basa en la teoria axiomatica de conjuntos, la cual define a
N como un sistema especial de conjuntos. Aunque este enfoque es
elegante, también es complicado y abstracto. En este capitulo adop-
taremos otro enfoque, uno mas clasico: definiremos a N usando los
axiomas de Peano.

4.1.1 Axiomas de Peano

Recordemos que los axiomas son proposiciones aceptadas como
verdaderas sin necesidad de ser demostradas. Podemos decir que
los axiomas, junto con las definiciones, son las reglas del “juego

IDurante el primer siglo antes de Cristo, las culturas olmeca y maya fueron las
primeras en considerar al cero como un numero.
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matematico”, de las cuales debemos partir para comenzar la cons-
truccién de una enorme red logica formada por teoremas, lemas y
proposiciones.

Es muy importante establecer de forma clara y explicita las re-
glas del juego, pues en caso contrario, a la larga, éstas se podrian
tornar confusas.

Los axiomas de Peano fueron introducidos por el matematico
italiano Giuseppe Peano en el siglo XIX.

Axioma 4.1 (axiomas de Peano). Existe un conjunto N, llamado el
conjunto de los numeros naturales, que satisface las siguientes pro-
piedades:

1) Existe un simbolo constante 0, llamado cero, que pertenece a
N.

2) Para cualquier n € N, existe un elemento s(n) € N, llamado
el sucesor de n.

3) No existe ningun n € N tal que s(n) = 0.
4) Sis(n) = s(m), n,m € N, entonces m = n.
5) Si § < N es un subconjunto tal que:

a) 0esS,
b) Vke S, s(k) €S,

entonces S = N.

Los axiomas anteriores fueron las reglas mas importantes que,
segun Peano, capturan la esencia de los nimeros naturales; tal vez
la observacion mas caracteristica es la existencia del “sucesor” de
un numero.

En los siguientes parrafos explicaremos como los axiomas de
Peano conducen a la representacion mas familiar de los nimeros
naturales.

El conjunto N no es vacio porque 0 € N (axioma 1)). Implicita-
mente, Peano defini6é una funcion

s:N—-N

llamada la funcion sucesor (axioma 2)). Hasta ahora no conocemos
la regla que define esta funcién, pero eso no importa: saber de su
existencia es suficiente.

Aplicando la funcién sucesor a 0, obtenemos un numero s(0) €
N. Observemos que s(0) + 0 por el axioma 3). Ahora, consideremos
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también al nimero s(s(0)) € N, para el cual 0 # s(s(0)) (axioma
3)). Ademas,
5(0) # s(s(0)),

ya que de lo contrario, si s(0) = s(s(0)), entonces, por el axioma
4), 0 = s(0), lo cual es una contradicciéon. Por lo tanto

{0,5(0),s(s(0))}

es un subconjunto de N con tres elementos distintos.
Repitamos el argumento anterior para formar el subconjunto

S =1{0,5(0),5(5(0)),s(s(s(0))),...} =N.
Este conjunto S satisface las condiciones del axioma 5), asi que
N = {0,5(0),s(s(0)),s(s(s(0))),...}.

Finalmente, para establecer la notacién usual, simplemente re-
nombramos a los elementos de N:

1 =5(0), 2 =15(s(0)), 3 =s(s(s(0))), ...

Con esta nueva notacion, la regla de la funcién sucesor puede
escribirse como s(n) =n+1,n € N.

El quinto axioma de Peano es muy importante ya que, ademas de
ayudar a establecer la construccién usual de N, nos permite hacer
uso de un método de demostracion llamado induccion matemdtica.
Estudiaremos de cerca esta técnica en la siguiente seccion.

Las dos operaciones basicas de N (la adicién y la multiplicaciéon)
pueden definirse en términos de la funcién sucesor. No escribire-
mos las definiciones formales en este texto, pero enlistaremos las
propiedades que estas operaciones satisfacen.

Adicion en N,
Para todo a, b, c € N se cumplen las siguientes propiedades:

1) Cerradura: a + b € N.

2) Conmutatividad: a + b = b + a.

3) Asociatividad: (a + b) +c=a + (b + c).
)

4) Identidad aditiva: el cero satisface que a + 0 = a.

Multiplicacion en N:
Para todo a, b, c € N se cumplen las siguientes propiedades:
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5) Cerradura: a - b € N.

6) Conmutatividad: a -b =Db - a.

7) Asociatividad: (a -b) -c=a - (b - c).

8) Identidad multiplicativa: el sucesor del cero, denotado como
1, satisface que a - 1 = a.

Existe ademas una propiedad que involucra a ambas operaciones:

9) Distributividad: a - (b +c) = a - b + a - ¢, para cualesquiera
a,b,c € N.

Observemos que ni la resta ni la division de dos niimeros natu-
rales estan siempre definidas en N; por ejemplo, 3 -8 ¢ Ny % ¢ N.

4.1.2 Induccion matematica

La induccion matematica es una técnica de demostracion para pro-
posiciones que involucran al conjunto de los niimeros naturales.
Algunos ejemplos de proposiciones de este tipo son:

1) Paratodan € N,n # 0,laigualdad 1+3+5+---+(2n—-1) =
n? se cumple.

2) Para toda n € N, n = 0, la igualdad 5 + 75 + 75
1

nn+1)

+ -+
_ n
= 7 se cumple.

3) Para toda n € N, el nimero n? + n + 41 es primo.

Para refutar alguna de las proposiciones anteriores basta con
encontrar un numero natural que no satisfaga la afirmacion. Sin
embargo, demostrar la veracidad de estas proposiciones sin las
herramientas adecuadas podria parecer una tarea casi imposible.
Comprobar que la afirmacién es verdadera para diez, cien o un mi-
ll6n de nimeros no es suficiente: es necesario demostrar que es
verdadera para todos los niimeros naturales.

Por ejemplo, podemos comprobar que la proposicion 3) de la
lista es verdadera para los primeros doce nimeros naturales; los
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numeros primos que se obtienen son:

02+ 0+ 41 = 41, 12 + 1 + 41 = 43,
22 +2 441 =47, 32 +3+41 =53,
42 + 4 + 41 =61, 52+5+41 =71,
62 +6+41 = 83, 72 +7+41 =97,
82+8+41=113, 92 +9+41 =131,

102 +10+41 =151, 11>+11+41=173.

Podriamos seguir aplicando la formula n° + n + 41 para los si-
guientes veintiocho nimeros naturales para obtener mas niimeros
primos; sin embargo, al sustituir n = 40 obtenemos

40% + 40 + 41 = 1681,

el cual no es primo porque es divisible entre 41. Esto demuestra
que la proposicién 3) es falsa.

Incluso cuando tenemos una proposicion que es valida para mu-
chos casos particulares, no podemos afirmar que sea verdadera en
general. En proposiciones como las de nuestra lista es imposible
analizar todos los casos, ya que N es un conjunto infinito. Entonces,
;qué técnica debemos aplicar en estas situaciones? La respuesta es
usar el razonamiento conocido como método de induccion mate-
mudtica, el cual se basa en el quinto axioma de Peano. Debido a su
importancia, reescribimos este axioma a continuaciéon y lo llama-
mos principio de induccion matemadtica.

Axioma 4.2 (principio de induccion matematica). Sea S un subconjun-
to de N que tiene las siguientes propiedades:

1) 08,

2) Para toda k € S, se cumple que k + 1 € S.
Entonces, S = N.

Veamos un ejemplo donde aplicamos este principio.
Proposicion 4.3. Para cualquier n € N, se cumple que n? > 0.
Demostracion. Consideremos el subconjunto de N definido como

S={neN:n’=>0}.

En otras palabras, S es el conjunto de todos los numeros naturales
cuyo cuadrado es mayor o igual que cero. Demostraremos que este
conjunto cumple con las condiciones del principio de induccion
matematica:
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1) Debido a que 0% > 0, tenemos que 0 € S.

2) Supongamos que k € S. Por la propiedad que define a S,
tenemos que k? > 0, y como k € N, tenemos que 2k > 0.
Esto implica que

(k+1)?=k*>+2k+1=0.
Entonces, k +1 € S.

Por lo tanto, S = N. Esto demuestra que n? > 0, para toda n € N.
]

De manera informal, la induccion matematica se basa en lo si-
guiente. Una vez que sabemos que una afirmacién se cumple para
0 y para el sucesor de cualquier nimero natural, deducimos que
debe cumplirse para 1 (porque es el sucesor de 0). Luego, la afirma-
cion también debe cumplirse para 2 (que es el sucesor 1), y para 3,
y para 4, etc. Por lo tanto, la afirmacion debe cumplirse para todos
los niimeros naturales.

Los pasos generales para demostrar una proposicién por induc-
cién son estandar y, hasta cierto punto, rutinarios. Por tal motivo,
no es necesario construir explicitamente el conjunto S como en
la proposicion 4.3. Este conjunto puede mantenerse implicito pa-
ra que la demostraciéon se enfoque en los pasos mas importantes
de la induccion: verificar las condiciones 1) y 2) del principio de
induccién matematica. En resumen, si P(m) es un predicado que
depende de un niimero natural, la forma estandar de demostrar la
proposicion “Vm € N, P(m)” es la siguiente:

1) Base de la induccion. Comprobar la validez de la proposicion
para un caso base, normalmente P(0) o P(1).

2) Hipotesis de la induccion. Suponer la validez de P(k), donde
k es un numero natural fijo arbitrario.

3) Demostrar que P(k + 1) es verdadera, tomando en considera-
cion la validez supuesta de P (k).

El paso base de la induccién puede variar, incluso puede ser
distinto de P(0) o P(1). Si cambiamos el numero del paso base
por cualquier otro numero natural » = 0, el principio de induccion
matematica demuestra la validez de P(n), para toda n > 7.

Demostremos las proposiciones 1) y 2) de nuestra lista inicial.

Proposicion 4.4. Para toda n € N, n # 0, se cumple la igualdad

1+345+---+(2n—-1) = n2 (4.1)
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Demostracion. Usaremos el principio de induccion matematica.

1) Base de la induccion. La formula (4.1) conn =1es 1 =12, 1a
cual claramente es valida.

2) Hipotesis de la induccion. Supongamos que la formula (4.1) se
cumple para k € N:

1+3+5+---+(k—-1) =k%

3) Debemos demostrar que la formula (4.1) es valida para k + 1.
Usando la hip6tesis de la induccién, tenemos que

1+3+---+QRk-1)+Qk+1) =k*+ (2k +1).
Factorizando el lado derecho de la igualdad, obtenemos que
1+3+ -+ QRk-1+@2k+1)=(k+1)>2
Esto demuestra la validez de la férmula para k + 1. [ |

Proposicion 4.5. Para cualquier n € N, n # 0, se cumple la igualdad

1 . 1 N 1 . . 1 on
1-2 2-3 3.4 nm+1) n+1

Demostracion. Denotemos la suma como S(n):

1 1 1 1

S =Tt 3 32t T uma

Usaremos el principio de induccion matematica.

1) Base de la induccion. Observemos que S(1) = % por defini-
1

cion, asi que S(1) = 5.

2) Hipotesis de la induccion. Supongamos que la igualdad se
cumple para k € N; es decir,

k
Stk) = k+1
3) Demostraremos que
Sk+1) = k1

k+2°
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Por definicion de S(k + 1) y S(k), tenemos que

1 1 1 1
Stkk+1)= ——+ — + )+(k+1)(k+2)’

2 3T T kit

1
=S(k) + ;
B (k+1)(k+2)"

Por consiguiente, segun la hipotesis de induccion,

k N 1

k+1 (k+1)(k+2)

kP +2k+1

C(k+1)(k+2)

_k+1

Ck+2° =

Sk+1)=

Proposicion 4.6. Para cualquier n € N, n # 0, se cumple que
n<2"h (4.2)
Demostracion. Usaremos el principio de induccién matematica.

1) Base de la induccion. La desigualdad (4.2) es verdadera para
1, porque 1 < 21-1,

2) Hipotesis de la induccion. Supongamos que la desigualdad
(4.2) se cumple para k € N:

k < 2k1, (4.3)

3) Demostraremos que la desigualdad también es valida para
k + 1. Multiplicando ambos lados de la desigualdad (4.3) por
2:

2k < 2. 2k=1 = 2k,

Por el ejercicio 4.9, sabemos que (k + 1) < 2k. Asi, por la
transitividad de < tenemos que

k+1 <2k -

Proposicion 4.7. Sea « un numero positivo. Entonces, para toda
n e N, n = 2, se cumple la desigualdad de Bernoulli:

(1+o)"™>1+ an. (4.4)
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Demostracion. Usaremos el principio de induccion matematica.

1) Base de la induccion. El caso base de la induccion es para 2
(yva que no se cumple en los casos anteriores). Observemos
que

1+0)2>142x < 1+20+0%>1+2«x

= o >0.

Esta ultima desigualdad siempre es verdadera, y por consi-
guiente, (1 + )% > 1 + 2« se cumple.

2) Supongamos que la desigualdad de Bernoulli es valida para
un numero natural fijo k; es decir,

(1+ )% >1+ ak. (4.5)

3) Demostraremos que la desigualdad
1+ )% > 1+ a(k+1) (4.6)

es valida. Multiplicando ambos lados de la desigualdad (4.5)
por el nimero positivo (1 + «) obtenemos que

(1+ )t > (1+ak)(1+ ) 4.7)

Observemos ahora que
(I+ak)(1+0)>1+ak+1) < «?k>0. (4.8)

Esta ultima desigualdad siempre es valida para « y k positi-
vos. Por lo tanto, por (4.7) y (4.8), obtenemos la validez de la
desigualdad (4.6). [ |

Palabras clave de la seccion: axiomas de Peano, sucesor de un nu-
mero natural, propiedades de las operaciones de los niimeros natu-
rales, principio de induccion matemadtica.



Capitulo 4. Numeros 113

4.1.3 Ejercicios de nimeros naturales

Ejercicio 4.8. Considera la funcion sucesor s : N — N definida por
los axiomas de Peano. Determina si las siguientes afirmaciones son
verdaderas o falsas. Justifica tu respuesta.

a) s(s(3)) =6.

b) La funcion s es inyectiva.

¢) La funcion s es sobreyectiva.

d) El rango de la funcién s es N\ {0}.

Ejercicio 4.9. Demuestra, usando el principio de inducciéon mate-
matica, que n + 1 < 2n se cumple para todan € N, n + 0.

Ejercicio 4.10. El aleman Carl Friedrich Gauss fue uno de los mas
grandes matematicos de la historia. Cuenta la leyenda que cuando
aun cursaba la primaria descubri6 la formula

_nn+1)
==

Demuestra, usando el principio de inducciéon matematica, que la
férmula de Gauss es valida para todan € N, n = 0.

1+2+3+...+n

Ejercicio 4.11. Demuestra, usando el principio de induccién mate-
matica, las siguientes proposiciones:

a) Para todan € N, n + 0, se cumple que

2"<1-2-...-(m+1).
b) Para toda n € N, tenemos que

13+23+33+---+n3=[w]2.

2
¢) Para toda n € N, n # 0, tenemos que

12 _ 22 + 32 — e+ (_1)n+1n2 — (_1)TL+IM
5 .
d) Para toda n € N, el nimero 5%" — 1 es divisible entre 8 (suge-
rencia: recuerda que la suma de dos ntmeros divisibles entre
8 es divisible entre 8).
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4.2 Numeros enteros

Dentro del conjunto de los niimeros naturales, ecuaciones como
X +a=D>b, donde a,b € N,

no siempre tienen solucion. Por ejemplo, sia = 8 y b = 5, entonces
no existe un niumero natural x tal que

X+ 8 =5.

Para resolver tales ecuaciones es necesario ampliar nuestro siste-
ma de numeros: debemos considerar al conjunto Z de los niimeros
enteros. Este conjunto puede construirse a partir de N sin agregar
mas axiomas, como mostraremos a continuacion.

En un primer intento, un nimero entero negativo podria defi-
nirse como un par ordenado de nimeros naturales. Por ejemplo,
podriamos identificar a —3 con (5, 8), ya que, en Z, sabemos que
-3 = 5 — 8. Sin embargo, como -3 =4 -7y -3 = 11 — 14, tam-
bién podriamos identificar a —3 con (4,7) y (11, 14). De hecho,
podriamos identificar a —3 con un nimero infinito de pares. Por tal
motivo, esta definicién no es satisfactoria.

Para resolver este problema, estudiaremos una relaciéon de equi-
valencia sobre N? = Nx N, y definiremos los niimeros enteros como
clases de equivalencia.

Sea R la relacion sobre N? definida como:

(a,b)R(c,d)siysolosia+d=>b +c.

No podemos escribir “a—b = c—d” en lugar de “a+d = b+ c” por-
que la resta no esta bien definida sobre N; sin embargo, sabemos
que ambas expresiones son en realidad equivalentes en 7.

Proposicion 4.12. La relacién R, definida arriba, es de equivalencia.
Demostracion.

1) Reflexividad. Claramente, (a,b)R(a,b) porque a+b = a + b.

2) Simetria. Si (a,b)R(c,d), entonces a + d = b + c. Por la con-
mutatividad de la suma, c + b = d + a, asi que (c,d)R(a,b).

3) Transitividad. Supongamos que (a,b)R(c,d) y (c,d)R (e, f).
Entoncesa+d=b+cyc+ f =d+ e.Porlo tanto,
a+d=b+c = a+d+e=b+c+e
= a+c+f=b+c+e
= a+f=b+e.
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Esto demuestra que (a,b)R(e, f). n

Definimos a Z como el conjunto cociente de R:
Z =N?/R = {[(a,b)]:a,b € N}.

Y definimos a la suma de clases de equivalencia de la siguiente
forma:

[(a,b)] + [(c,d)] =[(a+c,b+4d)].

Es importante observar que en cualquier clase de equivalencia
podemos encontrar un representante de la forma (n,0) o (0,n),
n € N. Por ejemplo, en la clase [(3,8)] encontramos el represen-
tante (0,5) porque 3 + 5 = 0 + 8. De esta forma,

Z={[(n,0)],[(0,n)]:n € N}.

Para regresar a la notacion usual, identificamos a n con la clase
[(n,0)], y a —n con la clase [(0,n)]. Esta notacién cumple la pro-
piedad usual:

n+(-n)=[n01+[(0,n)]=I[(nn]=[0,0)]=0.

Asi pues, por ejemplo, —3 es igual a la clase de equivalencia de
todos los pares (a,b) € N tales que a = b + 3. Con esta nueva
notacion, consideramos que N es un subconjunto de 7.

Ejemplo 4.13. Las clases de equivalencia de Z que se muestran a
continuacion son iguales:

[(5,8)]=1[(47)]=[(11,14)] =[(2,5)] = -3,
[(15,10)] = [(25,20)] = [(8,3)] = [(6,1)] = 5,
[(5,11)] = [(14,20)] = [(11,17)] = [(0,6)] = -6,
[(5,4)]=1[(4,3)] =[(11,10)] = [(6,5)] =1,
[(n,n)] =0, Vn € N.

La suma y la multiplicaciéon en Z cumplen las propiedades aso-
ciativa, conmutativa y distributiva; ademas, 0 y 1 son las identida-
des aditiva y multiplicativa, respectivamente. El conjunto Z tiene
una nueva propiedad respecto a la suma:

10) Inverso aditivo. Para cualquier a € Z existe b € Z tal que
a+b=0.
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4.2.1 Divisibilidad

La ecuacion x + a = b, a, b € Z tiene soluciéon en Z. Sin embargo, Z
es aun insuficiente para resolver ecuaciones como

ax=>b, a,beZ, a=+0,
las cuales tienen solucion entera siy solo si a es un divisor de b.

Definicion 4.14 (divisor). Sean a,b € 7Z, con a # 0. Decimos que a
es un divisor de b, y escribimos a | b, si existe t € Z tal que at = b.

Si a | b, también decimos que a es un factor de b, o que b es
muiltiplo de a, o que b es divisible entre a.

La definicién de divisor involucra a la multiplicacién y no a la di-
visioén, como su nombre podria sugerir. La razon es que la division
no es una operacion bien definida en Z; es decir, la division de dos
numeros enteros no siempre es un entero. De cualquier forma, en
ocasiones resulta comodo pensar que a es un divisor de b si b/a
es un numero entero. Por ejemplo, 5 | 10 porque 10 = 5- 2 o, en
forma equivalente, porque 10/5 = 2 € Z.

Ejemplo 4.15. Consideremos los siguientes ejemplos:

1) 1| nparatodan € Z, porque n =1 - n.
2) n | 0 para toda n € Z, porque 0 =0 - n.
3) Si 2n € 27 es un numero par, claramente 2 | 2n.

Los nimeros enteros que no pueden ser factorizados reciben un
nombre especial.

Definicion 4.16 (nimero primo). Sea p € Z, p > 1. Decimos que p
es un numero primo si sus Unicos divisores positivos son 1 y €l
mismo.

Definicion 4.17 (compuesto). Sit € Z,t > 1 no es un numero primo,
decimos que t es un ntimero compuesto.

Los primeros nimeros primos son bastante conocidos:
2,3,5,7,11, 13, 17, 19, 23, ...

El misterioso comportamiento de esta secuencia ha obsesionado
a los matematicos durante siglos. Numerosos esfuerzos fallidos se
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han hecho por encontrar alguna férmula que describa su comporta-

miento. Nosotros descubriremos su relevancia primordial mas ade-

lante, cuando abordemos el teorema fundamental de la aritmética.
Las siguientes son algunas propiedades fundamentales de la di-

visibilidad.

Lema 4.18 (divisibilidad). Sean a, b, c € Z. Las siguientes afirmacio-

nes son verdaderas:

1) Sia|byb]|c,entonces a | c.
2) Sic|ayc|bentonces c | (au+ bv) para todo u,v € Z.
3)albyb|asiysolosia==*b.

Demostracion.

1)Sia | byb]|c entonces b = tja y ¢ = t,b para algunos
t1,t, € Z. Sustituyendo la primera relacién en la segunda,
c =ty(tia) = (tzt1)a, porlo que a | c.

2)Sic | avyc | b,entonces a = tic y b = tyc para algunos
t1,t, € Z. Asi, para cualquier u,v € Z tenemos que au =
ticuy bv = t,cv. Sumando las dos relaciones anteriores:

au +bv =ticu + trcv,
= (tju + thv)c.

Por lo tanto, ¢ | (au + bv).

3) Si a = +b, entonces es claro que a = ¢1b y b = g»a donde
q1 = q» = =1. Luego, a | b y b | a. Supongamos ahora que
a|byb|a.Deestamanera,a =qi1byb = qpa para algunos
d1,q2 € Z. Sustituyendo la segunda ecuacion en la primera y
cancelando:

a=qiq:a = 1=q1q>.

La tnica forma de que el producto de dos enteros sea igual a
1 es que q; = q» = =1. Por lo tanto, a = +b. [ |

El siguiente es un resultado importante, cuya demostracion se
estudia normalmente en un curso de teoria de numeros elemental
ver (Burton, 1980).

Teorema 4.19 (algoritmo de la divisidn). Sean a,b € Z, b > 0. Exis-
ten enteros Unicos q y v tales que

a=bqg+rv,

donde 0 < r < b.
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En el algoritmo de la division, el entero g es llamado el cociente
de a entre b, mientras que r es llamado el residuo.

Ejemplo 4.20. Consideremos los siguientes ejemplos:

1) Sia=-5y b =2,entonces a = —-3b + 1.

2) Sia =0y b =250, entonces a = 0b + 0.

3) Sia =23yb =5, entonces a =4b + 3.
Definicidon 4.21 (maximo comun divisor). Sean a,b € Z,a + 0, b +
0. Decimos que d € Z, d > 1 es el maximo comun divisor de a y b,
si se cumplen las siguientes propiedades:

1) Es divisor comun: d |ay d | b.

2) Sicesunenterotalquec|ayc| b, entonces c | d.

Denotamos al maximo comun divisor de a y b como mcd(a, b).

Definicion 4.22 (primos relativos). Decimos que a, b € Z son primos
relativos si mcd(a, b) = 1.

Una forma de obtener el maximo comun divisor de dos naume-
ros es escribir todos los divisores de ambos numeros e identificar
al mayor de los divisores comunes. Por ejemplo, para encontrar
mcd(12,18) escribimos:

Divisores de 12: 1, 2, 3, 4, 6, 12.
Divisores de 18: 1, 2, 3, 6, 9, 18.

El maximo de los divisores comunes es 6, asi que mcd(12,18) = 6.
Sin embargo, este procedimiento puede ser muy lento si se usan nu-
meros mas grandes. Un método mas eficiente es el llamado algorit-
mo de Euclides, pero antes de presentarlo demostraremos algunos
teoremas.

Lema 4.23 (Bézout). Paratodaa,b € Z,a + 0, b + 0, existen 51,5, €
Z tales que
mcd(a, b) = as; + bso.

Demostracion. Consideremos el conjunto
S={ax; +bx> e N\ {0} :x1,x> € Z}.

Como S < Ny N es un conjunto bien ordenado, sabemos que S
tiene un minimo absoluto. Sea d = as; + bs, el minimo absoluto de
S. Demostraremos que d = mcd(a, b).
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1) Por el algoritmo de la division, existen q,+ € Z tales que a =
qd + v donde 0 < v < d. Sir # 0, entonces

ry¥=a-qd=a—-q(as, +bsy) =(1—-gs1)a+ (—qs2)b € S.

Como r < d, esto contradice que d sea el minimo absoluto de
S.Porlo tanto, ¥ = 0y d | a. De manera similar, demostramos
qued | b.

2) Sic esun entero tal que c | ay c | b, entonces c | (as; +
bs,) = d por el lema 4.18, 2). ]

Corolario 4.24. Sean a,b € Z, a # 0, b # 0. Entonces mcd(a, b) =1
siy solo si existen sy, s» € Z tales que as; + bs, = 1.

Demostracion.
(=)Simcd(a, b) = 1, entonces as, +bs, = 1 para algunos s1,s> € Z
por el lema de Bézout.

(«<) Supongamos que 1 = as; + bsy para algunos s;,s» € Z. Sea
d =mcd(a,b).Comod |ayd|b,ellema4.18,2) implica que

d| (as; +bsy) = d| 1.

Claramente, 1 | 4 por el ejemplo 4.15, 1), asi que el lema 4.18,
3) implica que d = *1. Por definicion, d > 0,asique d =1. m

Lema 4.25. Si a = gb + r, entonces mcd(a, b) = mcd(b, 7).

Demostracion. Sean ¢ = mcd(a,b) y d = mcd(b,r). El lema 4.18
2) implica que

dl(gb+r)=a vy c|(a—qb)=r.
Por definicién de maximo comun divisor, tenemos que

dlayd|b = d]|mcd(a,b) =c,
clbyc|r = c|mcd(b,r) =d.

Por el lema 4.18 3), obtenemos que d = +c, lo que implica que
d = ¢, ya que el maximo comun divisor siempre es positivo. [ |

Euclides fue un matematico griego nacido en Alejandria hacia el
ano 325 antes de Cristo. A pesar de que practicamente no se sabe
nada sobre su vida, es uno de los iconos matematicos mas conoci-
dos actualmente. En su obra mas importante, Elementos, desarrolla
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de manera axiomatica la geometria y la aritmética. Fue uno de los
primeros matematicos en utilizar la técnica de reduccién al absur-
do.

El algoritmo de Euclides es una forma rapida y eficiente de en-
contrar el maximo comun divisor de dos numeros a,b € Z. Pode-
mos asumir que a > 0y b > 0 ya que mcd(a, b) = mcd(+a, +b). La
idea principal del procedimiento es el uso repetido del algoritmo
de la division:

a=bqg, +7 donde O <71 <b,
b =79, + 7>, donde 0 < r» < 77,
1 = 1243 + v3 donde 0 < 13 < 77,

Yi_2 = ¥rk_1qk + ¥ donde 0 < 7, < 7y_1,
k-1 = "kqk+1 + 0.

Como b > 1, > 1> > ... = 0, debemos obtener un residuo r; = 0
después de un maximo de b pasos. Ahora, afirmamos que

v = med(a,b).
Para demostrar esto, observemos que, por el lema 4.25,
mcd(a,b) = med(b,r;) = mecd(r1,72) = ... = mcd(vi_1, 7).

De la ultima ecuaciéon, vemos que 7y | -1, asi que mcd (vx_1,7%) =
Tk-

Ejemplo 4.26. Usaremos el algoritmo de Euclides para obtener el
maximo comun divisor entre 236y 112:

236 =112-2+12,
112 =12 -9 + 4,
12=4-3+0.

Por lo tanto, mcd(236,112) = 4.

El algoritmo de Euclides también permite encontrar los enteros
$1 VY sp del lema de Bézout. El procedimiento consiste en reescribir
la penultima ecuacion:

Yk = Vk-2 — Vik-19k;
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y sustituir en las ecuaciones anteriores:

Yk-1 = k-3 — Vik-2qk-1,
Tk-2 = Vk—4 — Vk-34k-2,

hasta llegar a una expresion que contenga a y b.

Ejemplo 4.27. Usaremos el algoritmo de Euclides para obtener el
maximo comun divisor de 15 y 49.

49 =15 -3 + 4,
15=4-3+ 3,
4=3-1+1,
3=1-3+0.

Por lo tanto mcd(15,49) = 1. Despejando los residuos:

1=4-3-1,
3=15-4-3,
4=49-15-3.

Ahora podemos escribir 1 como combinacion lineal de 15 y 49.

1=4-3-1,
=4-(15-4-3) -1,
=4-4-15,
=(49-15-3) -4 -15,
=49-4-15-13.

Ademas del algoritmo, el siguiente lema lleva el nombre de Eu-
clides.

Lema 4.28 (Euclides). Sean a,b € Z. Si p es un primo tal que p | ab
entoncesp |laop |b.

Demostracion. Supongamos que p { a. Demostraremos que p | b.
Como p t a, tenemos que mcd(p,a) = 1, y por el lema de Bézout,
existen sy, s, € Z tales que

1=ps; +ass.
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Multiplicando por b, obtenemos que
b =psib + abs,.

Como p | abs, y p | psib, tenemos que p | b por el lema 4.18 2).
[

Una forma alternativa de enunciar el lema de Euclides es decir
que si p | ab, donde p es primo relativo con a, entonces p | b.

Es un error pensar que el lema de Euclides se cumple si p no es
un numero primo. Por ejemplo, 6 | 3 -4 pero 6 1 3y 6 ¢ 4.

El siguiente teorema revela la gran importancia de los numeros
primos.

Teorema 4.29 (teorema fundamental de la aritmética). Para cualquier
entero mayor que 1 es un niimero primo o un producto de nume-
ros primos. Ademas, este producto es Uinico excepto por el orden
de los factores.

Ejemplo 4.30. La factorizacion de 30 en niimeros primos es
30=2-3-5.

Esta factorizacion es tinica excepto por el orden de los factores.

4.2.2 Ecuaciones diofanticas

Definicion 4.31 (ecuacion diofantica). Una ecuacion diofantica lineal
en las variables x, y es una ecuacion de la forma

ax + by =c, donde a,b,c € 7.

Veamos una aplicacion de este tipo de ecuaciones.

Ejemplo 4.32. Supongamos que tenemos $430 y queremos comprar
boligrafos que cuestan $20 y cuadernos que cuestan $50. ;Podemos
gastar todo nuestro dinero comprando boligrafos y cuadernos? En
otras palabras, buscamos las soluciones enteras no negativas de la
ecuacion

20x + 50y =430,

donde x,y son el nimero de boligrafos y cuadernos, respectiva-
mente.

La siguiente proposicion establece las condiciones bajo las cua-
les una ecuacion diofantica tiene soluciones enteras.
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Teorema 4.33. Sean a, b,c € Z. La ecuacion diofantica
ax+by=c
tiene soluciones enteras si y s6lo si med(a, b) | c.

Demostracion. Sea d = mcd(a, b).
(=) Si la ecuacion tiene soluciones enteras, existen u,v € Z tales
que au + bv = c. Entonces d | ¢ por el lema 4.18, 2).

(«) Supongamos que d | c. Por definicion, existe ¥ € Z tal que
c = dr. Por el lema de Bézout 4.23, existen sy, s» € Z tales que
as, + bs; = d.
Multiplicando la igualdad anterior por 7, obtenemos que
r(as, + bsy) =drv = c.
Por la propiedad distributiva,
a(s1r) + b(sr) = c.

Esto demuestra que x = s17, Y = s»¥ es una solucion de la
ecuacion. [ ]

El siguiente teorema nos muestra un método para encontrar to-
das las soluciones enteras de una ecuaciéon diofantica.

Teorema 4.34. Sean a,b,c € 7,y d = mcd(a, b). Supongamos que
X0, Yo € Z es una solucion particular de la ecuacion diofantica ax +
by = c. Entonces, todas las soluciones enteras de esta ecuacion son

Xn = Xo + gn, Y=o — %n, donde n € 7. (4.9)

Demostracion. Observemos que %,g € Z, ya que d = mcd(a,b).

Como X, ¥o es una solucion particular de ax + by = c, los enteros
dados en (4.9) también son soluciones:

a(x +Bn)+b( —En)—ax +b +Ban—gbn
0 4 Yo 4 = 0 Yo i a

=axo+byy=-c.

Ahora demostraremos que todas las soluciones tienen esta for-
ma. Supongamos que X,y € Z es una solucién de ax + by = c.
Entonces,

ax +by =c=axo+by, = a(x-x9) =b(yo—).
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Dividiendo la igualdad anterior entre d, obtenemos que
a

. b N
E(X_XO) =a(3’0-)’)- (4.10)

Por el ejercicio 4.42, 5y g son primos relativos. Luego, la igualdad
(4.10) y el lema de Euclides 4.28 implican que

| (o —2).
Por lo tanto, existe n € Z tal que
. a . a
yo—y=an = y=yo—an.

Finalmente, sustituyendo en la igualdad (4.10), obtenemos que

X =Xxp+ Bn.

d

Esto demuestra que X, y tienen la forma requerida. [ |

Ejemplo 4.35. Resolveremos la ecuacion del ejemplo 4.32,
20x + 50y = 430. (4.11)

Como mcd(20,50) = 10,y 10 divide a 430, sabemos, por el teorema
4.33, que la ecuacion (4.11) tiene soluciones enteras. Una solucion
particular puede encontrarse usando el algoritmo de Euclides. Vea-
mos que

50=2-20+10 = 10=-2-20+1-50.
Multiplicando por 43, tenemos que
430 = —86 - 20 + 43 - 50.

Esto demuestra que xo = —86, ¥y = 43 es una solucion particular.
Por el teorema 4.34, todas las soluciones enteras de la ecuaciéon
(4.11) son
xn=—-86+5n, y, =43 -2n, n € 7.

En este ejemplo estamos interesados en las soluciones positivas
porque el numero de boligrafos y cuadernos son enteros positivos.
La ecuacidn tiene cinco soluciones enteras positivas:

X183 =4, Yis=7,
X19=9, Yi9=5,
Xx20 = 14, 20 = 3,
x21 =19, yo1 =1.
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Ejemplo 4.36. ;Sera posible llenar exactamente un deposito de agua
de 55 litros si s6lo tenemos recipientes de 6 y 9 litros? Para respon-
der a esta pregunta debemos encontrar las soluciones enteras de la
ecuacion diofantica

6x + 9y = 55.

Sin embargo, mcd(6,9) = 3 y 3 no divide a 55, asi que, por el teo-
rema 4.33, sabemos que no existen soluciones enteras. En otras
palabras, no es posible llenar exactamente el dep6sito con los reci-
pientes mencionados.

Palabras clave de la seccion: divisor, numero primo, algoritmo de
la division, mdximo comiun divisor, lema de Bézout, algoritmo de
Euclides, lema de Euclides, teorema fundamental de la aritmética,
ecuacion diofantica.
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4.2.3 Ejercicios de nimeros enteros

Ejercicio 4.37. Demuestra que 13 divide a 42"*! + 3"*2 para toda
n € N (sugerencia: usa el principio de induccién matematica).

Ejercicio 4.38. Demuestra que si p es primo, a € Zy n € N tal que
p | a™, entonces p | a (sugerencia: usa el principio de induccion
matematica y el lema de Euclides).

Ejercicio 4.39. Sean pi, p>,..., pn NUmeros primos. Demuestra que
el nimero p; - p2 - ... - pn + 1 no es divisible entre ninguno de
los primos p; para toda i = 1,2,...,n. Usa este hecho y el teore-

ma fundamental de la aritmética para demostrar, por reduccion al
absurdo, que hay un ntmero infinito de primos.

Ejercicio 4.40. Investiga qué es la criba de Eratdstenes y Uisala para
encontrar todos los nimeros primos menores que cien.

Ejercicio 4.41. Para cada uno de los siguientes valores de a y b, usa
el algoritmo de Euclides para calcular mcd(a, b) y expresarlo en la
forma mcd(a, b) = as; + bs», 51,52 € Z.

a) a=16,b = 8.

b) a =63, b = 49.

) a=619,b = 93.

d) a =52163, b = 2187.

Ejercicio 4.42. Sean a,b € Zy d = mcd(a,b). Demuestra que

a b
ad<h

son primos relativos.

Ejercicio 4.43. Encuentra todas las soluciones enteras de las siguien-
tes ecuaciones diofanticas:

a) 9x — 12y =10.

b) 2x +3y =7.

c) 21x — 35y = —14.

Ejercicio 4.44. ;De cuantas formas es posible tener $325 en mone-
das de $5y $10?
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4.3 Congruencias

Definicion 4.45 (congruencia médulo m). Sea m € N, m = 0. Dos
numeros enteros a, b € Z son congruentes modulom sim | (a—Db).

Usamos la notacion
a=b modm

para indicar que a y b son congruentes modulo m. Si no son con-
gruentes, escribimos
a#b modm.

En particular, a = 0 mod m siy sélo si a es multiplo de m.
Ejemplo 4.46. Consideremos los siguientes ejemplos:

1) 14=6 mod4vyaque4| (14 -6) = 8.

2) 10=15 moéd S5yaque 5| (10 —15) = —5.

3) 12=6 moéd 3yaque 3| (12 —-6) =6.

4) 22 #£6 mod 5 ya que (22 — 6) = 16 no es multiplo de 5.

El lenguaje de las congruencias fue inventado por el matematico
aleman Carl Friedrich Gauss en su libro Disquisitiones arithmeticae
en 1801. Actualmente se usa constantemente en la vida cotidiana;
por ejemplo, las manecillas de un reloj indican la hora modulo 12.

Teorema 4.47. Sea m € N, m = 0. La relacion de congruencia mo-
dulo m es una relacion de equivalencia sobre Z.

Demostracion.

1) Reflexividad. Claramente, a = a mod m, para toda a € Z, ya
que m siempre divide a a — a = 0.

2) Simetria. Sean a,b € Z y supongamos que a = b mod m.
Entonces m | a—b,lo que significa que a—b = km para algun
k € 7. Multiplicando por —1 obtenemos que b — a = (—k)m.
Luego,m | b—ayb =a mod m.

3) Transitividad. Sean a,b,c € Z talesquea=b moéd my b =
¢ mod m. Entonces se cumple que a—b = kymyb—c = kom
para algunos kq,k> € Z. Sumando las igualdades anteriores
obtenemos que a — ¢ = (k1 + kp)m, lo que implica que a = ¢
mod m. [
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La suma y multiplicacion de enteros tienen un buen comporta-
miento con respecto a las congruencias modulo m.

Teorema 4.48. Sea m € N, m + 0. Sean a,a’,b,b’ € Z tales que
a=a modmyb=>b" méd m. Entonces:

1) (a+b)=(a +b") mod m.
2) ab=a'b’ mod m.
Demostracion.

1) Sia =a modm y b = b" moéd m, sabemos que existen
v,s € Z,talesque (a—a') =rmy (b—-b") = sm. Entonces

(a+b)-(a +b)=(@a-a)+b-b")=r+s)m.

Por lo tanto, (a + b) = (a’ + b’) mod m.
2) En forma analoga, tenemos que

ab—-a'b’=ab-ab+ab-a'b’
=(a-a)b+a(b-Db")
=rbm +sa'm
= (rb + sa’)ym.

Por lo tanto, ab = a’b’ mod m. ]

Las clases de equivalencia de la relacion moédulo m forman una
particion de Z (teorema 3.67). Denotamos como Z,, al conjunto co-
ciente de esta relacion.

Ejemplo 4.49. Hay dos clases de equivalencia en la relacion modulo
2 sobre Z. Una de estas clases contiene a los numeros divisibles
entre 2 (los pares) y la otra contiene a los nimeros que no son
divisibles entre 2 (los impares). Explicitamente,

[0] ={0,+2,%4,...} = {2n:n € 7},
[1] ={+1,+3,%5,...} ={2n+1:n € 7Z}.

Por lo tanto, el conjunto cociente es
Z, = {[0], [1]}.

Compara esto con el ejemplo 3.69.
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Ejemplo 4.50. En este ejemplo encontramos Z3. Si a € Z, el algorit-
mo de la divisién implica que existen enteros q y v tales que

a=3q+v7,
donde 0 <7r < 3.Porlotanto,3 | (a—7)y
a=r mod 3, donde 0 <7r < 3.

Esto significa que cualquier nimero entero siempre es congruente
modulo 3 con 0, 1 o 2. Por lo tanto, Z3 contiene exactamente tres
clases de equivalencia:

Z3 = {[0],[1],[2]},
donde

[0]={...,-6,-3,0,3,6,...},
[1]1=1{...,-5,-2,1,4,7,...},
2] =1{...,—4,-1,2,5,8,...}.

En general, dado cualquier nimero a € Z, podemos usar el algo-
ritmo de la division para encontrar un entero v, 0 < v < m, tal que
a =r mod m. Esto significa que las clases de equivalencia médulo
m siempre tienen representantes 0,1,2,...,m — 1.

Ejemplo 4.51. Consideremos la clase de equivalencia de 243 en la
relacion modulo 11. Debido a que 11k = 0 moéd 11, Vk € Z, el
teorema 4.48 implica que

243 = (243 +11) = (243 +22) = (243 -11) mod 11.

En otras palabras, podemos sumar y restar multiplos de 11 para
obtener otros nimeros en la misma clase:

[243] = [254] = [265] = [232].

Para encontrar un representante menor que 11, usamos el algo-
ritmo de la division:
243 =11 -22 + 1.

Por lo tanto, 1 = 243 mod 11,y [243] = [1].
Las congruencias tienen varias aplicaciones. Una de las mas ele-

mentales consiste en la obtenciéon de reglas de divisibilidad, como
las que se muestran en las siguientes proposiciones.
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Proposicion 4.52. Un numero entero es divisible entre 9 si y solo si
la suma de sus cifras es divisible entre 9.

Demostracion. Sea x € Z y sean Xy, X1,...,Xy sus cifras decimales,
esto es
X =x0+x110 + x210% + ... + x, 10",

donde n € N.
Por el ejercicio 4.57, tenemos que 10X = 1 mod 9 para cualquier
k € N. Entonces, por el teorema 4.48, deducimos que

X=Xx0+x110+...+x,10" =x9+x1 +... + X, moOd 9.

En particular, 9 divide a x si y s6lo si x = 0 mod 9, lo cual es
cierto siy solo si

Xo+X1+...+x,=0 mod 9.
Esto ultimo significa que x¢ + x1 + ... + X, es divisible entre 9. =

Proposicion 4.53. Un numero entero es divisible entre 3 si y so0lo si
la suma de sus cifras es divisible entre 3.

Demostracion. Debido a que 10X = 1 mod 3 para cualquier k €
N, el resultado se deduce con un razonamiento similar al usado
para demostrar la proposicion 4.52. La demostracion formal de esta
proposicion se deja como ejercicio. [ ]

Ejemplo 4.54. El numero entero 19731 es divisible entre 3 pero no
entre 9, porque lasuma 1+ 9+ 7+ 3 + 1 = 21 es divisible entre 3
pero no entre 9.

Palabras clave de la seccion: congruencia modulo m, propiedades
de sumas y productos de congruencias modulo m, conjunto cociente
2, veglas de divisibilidad entre 3 y 9.
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4.3.1 Ejercicios de congruencias

Ejercicio 4.55. Encuentra los conjuntos cocientes Zg y Z7, descri-
biendo brevemente cada una de las clases de equivalencia que con-
tienen.

Ejercicio 4.56. Seaa € Zy m € N, m # 0. Encuentra un entero 7,
0 <7 <m,tal que a =+ mod m en los siguientes casos:

a) Cona=7ym=10.

b) Cona=-15ym=7.

c) Cona =126 ym = 6.

d) Cona =160y m = 13.

Ejercicio 4.57. Demuestra, por induccion, que 10K = 1 mod 9 para
toda k € N.

Ejercicio 4.58. Demuestra que si a € Z, entonces a’ es congruente
con 0 0 1 modulo 4.

Ejercicio 4.59. Sea p € N un numero primo. Demuestra que si ab =
0 mod p entoncesa =0 mod pob =0 mod p.

Ejercicio 4.60. Sean a,b,c € Zy m € N, m = 0. Demuestra que si
ac = bc moéd m entonces a = b mobd % donde d = mcd(c, m).

Ejercicio 4.61. Demuestra la proposiciéon 4.53.

Ejercicio 4.62. Escribe un niimero entero x de ocho cifras tal que:

a) x sea divisible entre 3, pero no entre 9.
b) x sea divisible entre 2 y 3.
¢) x sea divisible entre 5y 9. jEs x también divisible entre 3?
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4.4 Cardinalidad

4.4.1 Comparacion de cardinalidades

En esta seccion estudiamos coOmo comparar el tamafio de dos con-
juntos. Cuando ambos conjuntos son finitos, la forma mas razona-
ble de comparar sus tamanos es contar el numero de sus elementos
y usar la relacion de orden en N. Sin embargo, ;qué podemos hacer
en el caso de los conjuntos infinitos? La forma de resolver esto es
usando funciones inyectivas.

Definicion 4.63. Sean S y T conjuntos, finitos o infinitos.

1) Decimos que la cardinalidad de S es menor o igual que la de
T,y escribimos
IS| < [T],

si existe una funcion inyectiva de S en T.
2) Decimos que Sy T tienen la misma cardinalidad, y escribimos

IS| = 1T1,
si existe una funcion biyectiva de S en T.

Cuando S y T tienen la misma cardinalidad, también decimos
que son conjuntos equipotentes. Como es usual, |S| < |T| significa
que [S| < |T|y S| = |Tl.

Proposicion 4.64. Sea ‘F una coleccion de conjuntos. La relacion de
igualdad entre cardinalidades es una relacién de equivalencia sobre

F.
Demostracion.

1) Reflexividad. Cualquier conjunto S € F satisface que |S| =
|S|, puesto que la identidad en S es una funciéon biyectiva
sobre S.

2) Simetria. Sean S, T € F.Si f:S — T es una funcion biyectiva,
su inversa f~!: T — S también es una funcion biyectiva (teo-
rema 3.43). Esto implica que si |S| = |T|, entonces |T| = |S]|.

3) Transitividad. Sean T,S,U € F.Si |S| = |[T|y |T| = |U|,
existen funciones biyectivas f : S — Ty g : T — U. Es sencillo
demostrar que la composicion g o f : S — U también es una
funcién biyectiva (ejercicio 4.82). Por lo tanto |S| = |U]. [ |
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La proposicion anterior debe restringirse a una coleccion de con-
juntos puesto que, como discutimos en la seccion 2.1, la coleccién
de todos los conjuntos no es un conjunto.

Originalmente, el matematico aleman Georg Cantor definio la
cardinalidad de un conjunto S como la clase de equivalencia

[ST=1{X:1X]=1[S]}.

Sin embargo, esta definicién no funciona en las teorias axiomaticas
modernas debido a que [S] es un conjunto “demasiado grande” (es
decir, es una clase propia). La definicion formal de cardinalidad esta
fuera del alcance de este texto: nos enfocaremos mas en comparar
cardinalidades que en definir el concepto de cardinalidad mismo.
En el siguiente teorema establecemos algunas de las propieda-
des basicas relacionadas con la comparacion de cardinalidades.

Teorema 4.65. Sean S, T 'y U conjuntos.

1) Si S = T, entonces |S| < |T]|.
2) 1S| < IS].
3) Si|S| < |T|y|T| < |U]|, entonces |S| < |U|.

Demostracion.

1) Si § < T la funcion de inclusién i : § — T definida por i(s) =
S, para todo s € S, es inyectiva.

2) Ejercicio 4.83.
3) Ejercicio 4.84. |

Las partes 2) y 3) del teorema anterior son las propiedades refle-
xiva y transitiva de la relacion < entre cardinalidades. El siguiente
teorema establece que la relacion < entre cardinalidades es tam-
bién antisimétrica, y por lo tanto, una relacion de orden.

Teorema 4.66 (de Schroeder-Bernstein). Sean S y T dos conjuntos.
Si|S| < |T|y|T| < |S|, entonces |S| = |T].

A simple vista, el teorema de Schroeder-Bernstein podria pare-
cer obvio; sin embargo, hay que tener presente que |S| < |T| sig-
nifica que existe una funcién inyectiva de S en T, mientras que
|T| < |S| significa que existe una funcién inyectiva de T en S. Por
esto, especialmente cuando S y T son infinitos, no es trivial demos-
trar que |T| = |S| (es decir, que existe una funciéon biyectiva de T
en S). En vista de esto, omitimos la demostracion de este teorema.
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Si n € N, denotamos al conjunto de los primeros n nimeros
naturales como:
n=1{01,2,...,n—1}.

Asi, por ejemplo, 2 = {0,1} y5 = {0,1,2,3,4}. Si n = 0, definimos
0= {}.

Definicion 4.67 (conjunto finito). Un conjunto S es finito si |S| = |n|,
para algiin n € N.

De manera mas intuitiva, |S| = |n| significa que el conjunto S
tiene precisamente n elementos. Si un conjunto no es finito, deci-
mos que es infinito.

Proposicion 4.68. Todo subconjunto de un conjunto finito es finito.

Demostracion. Sea S un conjunto finito. Si § = , el inico subcon-
junto de S es S mismo, asi que la proposicion es verdadera en este
caso. Supongamos que S = (). Por definicién, existe una funcién bi-
yectiva f : S — n, para algin n € N, n = 0. Sea T un subconjunto
no vacio de S. Laimagen de T es un conjunto de nimeros naturales:

ST ={f(t), f(t2),..., f(ti)} =m,

para algin k € N, k < n. Ahora, podemos definir una funcién bi-
yectiva g : T — k como g(t;) = i donde i € k. Esto demuestra que
T es finito. u

4.4.2 Conjuntos numerables
El ejemplo mas claro de un conjunto infinito es N.

Proposicion 4.69. El conjunto de los nimeros naturales es infinito.

Demostracion. Por reduccion al absurdo, supongamos que [N| = |n|
para algiin n € N. Por definicion, existe una funcién biyectiva

f:{0,1,...,n—1} = N.

El rango de esta funciéon esran(f) = {f(0), f(1),...,f(n—1)} = N.
Sea s € N el sucesor del maximo absoluto de ran(f). Entonces,
s ¢ ran(f), porque s es estrictamente mayor que cada uno de los
elementos de ran(f). Por lo tanto, ran(f) # N, lo que implica que
la funcion f no es sobreyectiva. Esta contradiccion demuestra que
N es infinito. u
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Los conjuntos cuya cardinalidad es menor o igual que la cardi-
nalidad de N reciben un nombre especial.

Definicion 4.70 (numerable). Decimos que un conjunto S es nume-
rable si |S| < N].

En otras palabras, un conjunto S es numerable si existe una fun-
cion inyectiva de S en N. En particular, es claro que cualquier con-
junto finito es numerable.

Definicion 4.71 (infinito numerable). Decimos que un conjunto S es
infinito numerable si |S| = |N].

Si S es finito, entonces |S| < |N].

Ejemplo 4.72. El conjunto 2N, de nimeros pares, es un subconjunto
propio de N porque 1 € N pero 1 ¢ 2N. Sin embargo, N y 2N
tienen la misma cardinalidad: la funcién f : N — 2N definida por
f(n) = 2n es biyectiva, por lo que

12N = [N].

Si S es un conjunto numerable, entonces, por definicién, existe
una funcién inyectiva f : § — N. Esta funciéon provee una forma
de enumerar los elementos de S usando las imagenes bajo f: si
f(s) =k € N, escribimos s = si. Luego,

S ={s1,52,53,...} = {sp:n €N}

Esta habilidad de enlistar los elementos de un conjunto caracteriza
a los conjuntos numerables. Si la lista termina, entonces el conjunto
es finito; en caso contrario, S es infinito numerable.

Teorema 4.73. Cualquier subconjunto de un conjunto numerable es
numerable.

Demostracion. Sea S un conjunto numerabley T < S. Por el teorema
4.65 parte 1), tenemos que |T| < |S|. Como S es numerable, |S| <
IN]. El teorema 4.65 parte 3) implica que |T| < [N|, lo que significa
que T es numerable. [ |

Usando el teorema 4.73, deducimos otro criterio para determi-
nar cuando un conjunto es numerable.

Teorema 4.74. Un conjunto S es numerable si y solo si existe una
funcion sobreyectiva de N en S.
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Demostracion.

(=) Supongamos que S es numerable. Por definicion, existe una
funcion inyectiva f : S — N. Claramente, f es una funcion bi-
yectiva de S en f(S), asi que f~1: f(S) — S es una funcion
biyectiva. Usaremos f~! para construir una funcion sobreyec-
tiva. Sea s € S cualquier elemento fijo. Definamos g : N — S

como )
_ftm), sin e f(S),
gn) = {s, siné¢ f(S).

Esta funcion es sobreyectiva porque

gf8) =) =8y giN\ f(9) = {s},

lo que implica que ran(g) = S.

(<) Supongamos que existe una funcién sobreyectiva g : N — S.
Definamos h : S — N como h(s) = n, donde n es el minimo
absoluto del conjunto g—!(s) de las preimagenes de s € S; en
otras palabras, n es el nimero natural mas pequeiio tal que
gm) = s. La funcion h esta definida en todo el conjunto S
porque g es sobreyectiva. Ademas, h es inyectiva porque

h(s1) = h(s2) = g(h(s1)) =g(h(s2)) = s1 = 5.

Esto demuestra que |S| < [N], y S es numerable por definicion.
[ |

Proposicion 4.75. Sean S y T conjuntos numerables. Entonces:
1) S U T es numerable.
2) § X T es numerable.

Demostracion.

1) Por el teorema 4.74 existen funciones sobreyectivas f : N — S
y g : N — T.Entonces, la funcion h : N — S U T definida como

n+1 . .
f( > ) si n es impar,

h(n) =
n .
g(i), si n es par,
es sobreyectiva (ejercicio 4.85), lo que demuestra que S U T
es numerable.
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2) Por definicion, existen funciones inyectivas f : S - Ny g :
T — N. Entonces la funcién » : S x T — N definida como

r(s,t) =2/ .390 dondeseSyteT,

es inyectiva (ejercicio 4.85). Luego, S x T es numerable. m

Ejemplo 4.76. El conjunto 7. de los enteros no negativos es nume-
rable porque la funcion f : Z.¢ — N definida como f(n) = n, n €
Zy, es inyectiva. El conjunto Z.y de los enteros negativos es nu-
merable porque la funciéon g : Z.o — N definida como g(n) = —n,
n € Z.o, es inyectiva. Debido a que

Z= Zzo U Z<0,

la proposicion 4.75, 1) implica que Z es numerable. En otras pala-
bras,

|Z] = NI

Ejemplo 4.77. En este ejemplo demostraremos que |Q| = |N]|. Cada
elemento de Q puede identificarse con un par de niimeros ente-
ros (el numerador y el denominador). Por la proposicion 4.75, 2), el
conjunto Z X Z es numerable porque Z lo es. Como Q es un subcon-
junto de Z x Z bajo la identificacién previa, el teorema 4.73 implica
que Q es numerable.

No todos los conjuntos tienen cardinalidad menor o igual que
N; en otras palabras, existen conjuntos infinitos que no son nume-
rables.

Teorema 4.78. El conjunto de los niimeros reales no es numerable.

Demostracion. Puesto que cualquier subconjunto de un conjunto
numerable es numerable (Teorema 4.73), es suficiente demostrar
que el intervalo J = (0,1) < R no es numerable. Por reduccion al
absurdo, supongamos que J es numerable, asi que podemos enlis-
tar sus elementos

J={x1,x0,x3,...} = {xn:n € N}. 4.12)

Mostraremos que esto conduce a una contradiccion mediante la
construccion de un numero real y en J = (0,1) distinto de todos
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los nimeros x,, de la lista. Cada elemento de J = (0, 1) tienen una
expansion decimal de la forma:

x1 = 0.ananpraz---,
x2 = 0.axazazs - - -,
x3 = 0.az1az2assz - - -,

donde a;; € {0,1,2,...,9}. Definamos y = 0.b1byb3 - - - donde

b — 1, siau, #1,
"2, siaps = 1.

Claramente y € J. Sin embargo, v + Xx; para toda i, porque y
difiere de x; en el i-ésimo decimal. Esto contradice la suposicion de
que la lista (4.12) incluye a todos los elementos de J. Por lo tanto,
J no es numerable. ]

El teorema anterior demuestra que |R| > |N|.

4.4.3 Numeros cardinales

De manera informal, decimos que un numero cardinal es un ob-
jeto matematico usado para medir la cardinalidad o el tamafio de
un conjunto. Como es de esperarse, conjuntos que tengan la mis-
ma cardinalidad (en el sentido de la definicion 4.63) deben tener
asignado el mismo nimero cardinal. Ademas, establecemos un or-
den en estos numeros cardinales de acuerdo con el orden de las
cardinalidades de sus respectivos conjuntos.

El nimero cardinal asociado con n = {0,...,n — 1} es simple-
mente el nimero natural n € N; esto significa que n es el nimero
cardinal asociado con cualquier conjunto finito de n elementos.

El namero cardinal asociado con el conjunto N es Xq.? Por lo
tanto, el nimero cardinal asociado con cualquier conjunto infinito
numerable es también xy.

Por otro lado, el nimero cardinal asociado con R es ¢. Puesto
que R es un conjunto infinito no numerable, debemos tener que
Nog < C.

2E] simbolo Xg se lee “alef-sub-cero”. Alef es la primera letra del alfabeto hebreo.
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Los nimeros cardinales asociados con conjuntos infinitos, como
Ro V ¢, son llamados cardinales transfinitos. ;Existen otros cardina-
les transfinitos ademas de RXg y ¢? La respuesta es un rotundo si,
como lo muestra el siguiente teorema.

Teorema 4.79 (Cantor). Para cualquier conjunto S,
IST < [P(S)],
donde P(S) es el conjunto potencia de S.

Demostracion. La funciéon g : S — P(S) dada por g(s) = {s} es
claramente inyectiva, por lo que |S| < |P(S)|. Esta funcién no es
sobreyectiva porque @ no pertenece al rango de g. Para probar que
|S| = |P(S)| debemos mostrar que ninguna funcion de S en P(S)
puede ser sobreyectiva (por lo tanto, ninguna funcién de S en P(S)
puede ser una biyeccion).

Sea f : § — P(S) una funciéon. Como f(x) € P(S) es un sub-
conjunto de S, tiene sentido preguntarse si x € f(x) o x ¢ f(x).
Definamos

T={xeS:x¢ f(x)}.

En particular, T € P(S) porque T < S. Demostraremos que T ¢
ran(f), lo que implica que f no es sobreyectiva. Por reduccion al
absurdo, supongamos que T € ran(f). Entonces, T = f(y) para
alguna y € S. Esto genera una paradoja, ya que:

reheefy)=s(yel).

Por lo tanto, no es posible que T € ran(f) y el teorema queda
demostrado. [ |

Aplicando el teorema 4.79 repetidamente obtenemos una se-
cuencia infinita de cardinales transfinitos, cada uno mayor que el
anterior:

Ro = IN] < [P(N)[ < |[P(P(N)| <|P(P(P(N)))[<---.

En el ejercicio 4.89 esbozamos la demostracion de que |P(N)| = c.

Usando el axioma de eleccion, es posible demostrar que cual-
quier conjunto infinito contiene un subconjunto numerable, asi que
No es el cardinal transfinito mas pequeno. Sabemos que Xq < ¢, pe-
ro jexistira cardinal transfinito A tal que X9 < A < ¢? Mas concre-
tamente, jexistira un subconjunto X < R tal que |N| < |X]| < |R]?
La experiencia nos sugiere que no, porque nunca se ha encontrado
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ningun conjunto como este. La conjetura de que existe un conjunto
X con tal caracteristica fue propuesta por Georg Cantor y es cono-
cida como la hipdtesis del continuo.

En 1900, David Hilbert incluy6 la demostracion de la hipotesis
del continuo como el primero de sus famosos 23 problemas sin
resolver. En 1938, Kurt Godel demostr6o que el suponer verdadera
la hipétesis del continuo no contradice ninguno de los axiomas de
la teoria de conjuntos. Por otro lado, en 1963, Paul Cohen demostré
que el suponer falsa la hipotesis del continuo tampoco contradice
los axiomas. Por lo tanto, la hipotesis del continuo es independiente
de los axiomas aceptados en la actualidad: no se puede demostrar
ni refutar.

Palabras clave de la seccion: comparacion de cardinalidades; con-
Jjuntos finitos, infinitos y numerables; numeros cardinales; teorema
de Cantor; hipdtesis del continuo.
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4.4.4 Ejercicios de cardinalidad

Ejercicio 4.80. Determina cuales de los siguientes conjuntos son fi-
nitos, infinitos numerables, o no numerables. Justifica tu respuesta.
a) El conjunto de nimeros enteros que son divisibles entre 3.
b) El conjunto de nameros naturales menores o iguales que 100.
¢) El conjunto de los niimeros primos.
d) El conjunto de los nimeros complejos.

Ejercicio 4.81. Determina si las siguientes afirmaciones son falsas
o verdaderas. Justifica tu respuesta.

a) Dos conjuntos S y T tienen la misma cardinalidad si existe
una funcion biyectiva f : S — T.

b) Si T y S son conjuntos numerables, entonces T N S es nume-
rable.

¢) Si Ay B son conjuntos, |A| = 7, |B] = 5, entonces existe una
funcion biyectiva de A en B.

d) Si Ay B son conjuntos, |A| = 7, |B| = 5, entonces existe una
funcién inyectiva de B en A.

Ejercicio 4.82. Demuestraque si f : S — Ty g: T — U son funcio-
nes biyectivas, entonces g o f : S — U también es biyectiva.

Ejercicio 4.83. Demuestra la parte 2) del teorema 4.65.
Ejercicio 4.84. Demuestra la parte 3) del teorema 4.65.

Ejercicio 4.85. Considera las funciones h : N - SUTyr :SXT — N
definidas en la demostracion de la proposicion 4.75. Demuestra que
h es sobreyectiva y que * es inyectiva.

Ejercicio 4.86. Muestra que los siguientes pares de conjuntos tie-
nen la misma cardinalidad encontrando una funcién biyectiva en
cada caso:

a) S=[0,11yT=1[1,3].

b) S=(0,1) y T = (0, c0).

cS=(01)yT=R.

Ejercicio 4.87. Demuestra que:



142  Capitulo 4. Numeros

a) Si|S| < |T|, entonces |P(S)| < |P(T)]|.
b) Si |S| = |T|, entonces |P(S)| = |P(T)]|.
Ejercicio 4.88. Investiga qué dice el axioma de eleccion y escribe un

argumento intuitivo que muestre que cualquier conjunto infinito
contiene un subconjunto numerable.

Ejercicio 4.89. Esbozaremos como demostrar que |P(N)| = ¢, usan-
do el teorema de Schroder-Bernstein.

a) Debemos demostrar que |P(N)| < ¢. Sea f: P(N) — R la fun-
cion definida como

donde A € P(N) y

(0, sin¢g A
An =171, sineA.

Demuestra que f es inyectiva.

b) Debemos demostrar que ¢ < |P(N)][. Por el ejercicio 4.87, sa-
bemos que |P(N)| = |P(Q)], debido a que |N| = |Q]|. Por lo
tanto, es suficiente demostrar que ¢ < |P(Q)|. Consideremos
la funcién g : R — P(Q) definida como

gx)={yeQ:y <x,x €R}.

Demuestra que g es inyectiva usando el hecho de que dados
a,b € R, siempre exister € Qtalque a < v < b.
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4.5 Técnicas de conteo

En este capitulo estudiamos mas a fondo las cardinalidades de
conjuntos finitos. En particular, estamos interesados en encontrar
métodos efectivos para “contar” las cardinalidades de conjuntos
que resultan al operar dos o mas conjuntos finitos.

Teorema 4.90 (principio fundamental de conteo). Sean A y B conjun-
tos finitos. Entonces:

1) JAUB| =|Al+ |B|l - |ANnBJ.
2) |AXB|=|A| x|B|.

Demostracion.

1) Si Ay B son conjuntos disjuntos, es decir A N B = (), es claro
que |A U B| = |A| + |B|. Este resultado también es valido si se
considera la union de mas de dos conjuntos disjuntos. Aho-
ra, veamos que los conjuntos A, By A U B tienen la siguiente
descomposicién en conjuntos disjuntos (recomendamos vi-
sualizar cada igualdad en un diagrama de Venn):

A=(A\B)U(ANnB),
B=(B\A)U(ANB),
AUB=(A\B)uU (B\A)U (AnB).

Al ser uniones de conjuntos disjuntos, obtenemos que

|Al = |A\B| + |[An B,
|IB| = [B\ Al + |[AN B,
|[AUB| =]|A\B|+|B\A|+|AnNB|.

Sumando las dos primeras igualdades obtenemos que
|Al + |B| = (|JA\B|+|B\A|+|AnBJ|)+ |AnB|.

Finalmente, sustituyendo |A U B| obtenemos la igualdad re-
querida:
|A| + |B] = |JAUB| + |AnNB].

2) Sean |A| = ny |B| = m. Sin perder generalidad, supongamos
que A = {aq,ao,...,a,}. Ahora, descomponemos A X B como
la unién de los siguientes n conjuntos disjuntos:
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AXB={(a1,b):beB}u{(a,b):beBlu...u
{(an,b) :b € B}}.

Al ser disjuntos, se cumple que
|AXB| = |{(a1,b):b € B} +...+ |{(an,b) : b € B}|.

Cada uno de los conjuntos {(ai,b) : b € B} tiene la misma
cardinalidad que B (la cual es m); por lo tanto,

IAXBl=m+m+...+m=nm. -

No es dificil generalizar el teorema anterior: si A1, Ap,..., A, son
conjuntos finitos, entonces

|A1 X Ax X ... XAT| = |A1||A2| |AT|
El siguiente teorema calcula el niimero de funciones de A en B.

Teorema 4.91. Sean A y B conjuntos finitos. El nimero de funciones
de A en B que existen es |B|!4l.

Demostracion. Sea A = {ay,...,ay}. Cualquier funcién f : A — B
esta completamente determinada por las imagenes de cada uno de
los elementos de A. En otras palabras, f esta determinada por la
n-tupla:

(f(ar), f(az),...,f(an)) EBXBX...XB.

Cualquier n-tupla diferente determinara una funcién diferente. Por
lo tanto, el nimero de funciones de A en B es igual a la cardinalidad
del producto cartesiano,

|[BXBX...xB|=|B|" donde n = |A].
]

El teorema anterior puede aplicarse a una situacion en la que sea
necesario elegir n elementos de un conjunto B, lo que permite la
repeticion de los elementos y considera el orden (o hace una distin-
cion) en cada eleccion. El siguiente ejemplo ilustra esta situacion.
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Ejemplo 4.92. En una clase de 15 estudiantes, hay que elegir un co-
mité de un presidente, un secretario y un tesorero. Supongamos
que un mismo estudiante puede ocupar dos o mas puestos distin-
tos. ;De cuantas maneras distintas se puede formar el comité?

Sea C el conjunto de estudiantes. Etiquetemos a cada estudiante
con un numero del 1 al 15. Si

P = (presidente), S = (secretario), T = (tesorero),

entonces el nimero de comités posibles es igual al nimero de fun-
ciones de {P,S,T} en C. Por ejemplo, una funcion f : {P,S, T} - C

definida como
P-4
f:{ §$—38
T4

representa el comité donde el estudiante 4 es el presidente y el
tesorero, mientras que el 8 es el secretario. Por el teorema 4.91, el
numero de funciones de este tipo es

|C|® =15° = 3,375.
Luego, hay 3,375 maneras de formar el comité.

Ahora contaremos el nimero de funciones inyectivas de A en B.

Teorema 4.93. Sean A y B conjuntos finitos, |[A| = ny |B| = m. El
numero de funciones inyectivas de A en B es:

1) 0,sin > m.

2) Pmn)=m-im-1)-...-(m-n+1),sin <m.
Demostracion. La primera parte del teorema se conoce como el prin-
cipio del palomar y se deja como ejercicio. Supongamos que n < m

y sea A = {ay,a»,...,a,}. Una funcién inyectiva f : A — B puede
verse como una n-tupla “inyectiva”:

(f(a1), f(az),..., f(an)), donde f(a;) # f(a;) parai =+ j.
Demostraremos el teorema por induccion sobre n.

1) Base de la induccion. Es claro que hay m funciones inyectivas
de {a,1} en B, una por cada elemento de B. Esto concuerda
con que P(m,1) = m.

2) Hipotesis de la induccion. Para un natural fijo k, supongamos
que hay P (mn, k) funciones inyectivas de A en B.
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3) Tenemos que contar las (k + 1)-tuplas inyectivas de la forma

(f(al)!f(az)l'"’f(a’k)lf(ak+1))!

donde f(a;) # f(a;) para i # j. Fijemos f(ax+1) = b € B.
Por hipétesis de induccién, el nimero de funciones inyecti-
vasde A\ {ax;1} en B\ {b} es P(m -1, k). Cada una de estas
funciones se extiende a una funciéon inyectiva de A en B defi-
niendo f(ay.1) = b. Si cambiamos f(ay.1) = b' € B, b’ + b,
de nuevo por hipotesis sabemos que el nimero de funciones
inyectivas de A\ {ayx;1} en B\ {b'} es P(m — 1,k), cada una
de las cuales se extiende a una funcién inyectiva de A en B.
Podemos continuar este proceso m veces para cada uno de
los elementos de B. Por lo tanto, obtenemos que el nimero
total de funciones inyectivas de A en B es

Pim-1,k)+...+P(m—-1,k) =m-P(m—1,k).
Ahora simplemente debemos observar que

m-P(m-1,k) =m-(m-1)-...-(m—(k+1)+1) = P(m,k+1).

El resultado anterior se aplica en la siguiente situacion. Suponga-
mos que tenemos un conjunto B del cual queremos elegir n elemen-
tos sin repetirlos y considerando el orden (o haciendo una distin-
cion) en cada eleccion. Este planteamiento es equivalente a contar
el nimero de funciones inyectivas de {1,...,n} en B.

Ejemplo 4.94. En una clase de 15 estudiantes, hay que elegir un co-
mité de un presidente, un secretario y un tesorero. En este caso,
supongamos que no es posible que un mismo estudiante ocupe dos
puestos distintos. ;]De cuantas maneras se puede formar el comité?

Con la notacién del ejemplo 4.92, debemos contar las funcio-
nes inyectivas de {P,S, T} en C. Por el teorema 4.93, el niimero de
funciones inyectivas de este tipo es

P(15,3) =15-14-13 = 2,730.

Por lo tanto, hay 2,730 formas distintas de formar el comité bajo
las suposiciones previas.

El siguiente teorema nos dice cual es la cardinalidad del conjun-
to potencia de un conjunto finito.
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Teorema 4.95. Sea A un conjunto finito, |A| = n. Entonces la cardi-
nalidad del conjunto potencia de A es

IP(A)] = 2".

Demostracion. Recordemos que P(A) es el conjunto de todos los
subconjuntos de A. Para cada S € P(A), podemos asociar una fun-
cion ¢s: A — {0, 1} definida como

1, siaes
qu(a):{ 0, sia¢s.

Cada una de estas funciones determina un subconjunto de A dis-
tinto; es decir, si ¢pg = ¢pr, S, T € P(A), entonces

S=q¢s(1) =¢p7t(1) =T.

Esto demuestra que el nimero de subconjuntos de A es igual al nu-
mero de funciones de A en {0, 1}. Por el teorema 4.91, este nimero
es

10,1314 = 2141,

Ejemplo 4.96. Si A = {a, b, c}, de acuerdo con el teorema 4.95,
IP(A)| =23 =8.
Comprobamos esto obteniendo directamente el conjunto potencia:
P(A) = {0, {a}, {b},{c},{a, b}, {a,c}, {b,c}, A}.
Las funciones biyectivas sobre A reciben un nombre especial.

Definicion 4.97 (permutacion). Sea A un conjunto finito. Una permu-
tacion de A es una biyeccién o : A — A.

Denotamos como Sym(A) al conjunto de las permutaciones de
A.

Teorema 4.98. Sea A un conjunto finito, |A| = n. El nimero de per-
mutaciones de A que existen es

[Sym(A) | =n!l=n-(n-1)-...-2-1.

Demostracion. Este teorema es un resultado directo del teorema
4.93, ya que cualquier funcion inyectiva sobre A es de hecho biyec-
tiva (ejercicio 4.104) y P(n,n) = nl. [ |
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Permutacion | Triada | Permutacion | Triada
corresp. corresp.

1-1 1~1
31:{ 22 (1,2,3) 34:{ 2—3 (1,3,2)
3~3

1-2 1-2

,82:{ 2~1 (2,1,3) ,85:{ 2~3 (2,3,1)
3~3 3~1
1~3 1~3

B3:{ 2= 2 (3,2,1) BG:{ 2~1 (3,1,2)
3~1 3~2

Tabla 4.1: Permutaciones de {1, 2, 3}

Veamos ahora algunos ejemplos.

Ejemplo 4.99. Consideremos el conjunto A = {1, 2, 3}. Una permu-
tacion de A es la funcion biyectiva

1-2
Bs . 2~ 3
3~1,
la cual se corresponde con la triada (o 3-tupla)

(B(1),B(2),B(3)) = (2,3,1).

Por el teorema 4.98, hay 3! = 6 permutaciones de A. Todas estas
permutaciones aparecen en la tabla 4.1.

Como pudimos observar en el ejemplo anterior, una permuta-
cién de un conjunto finito puede verse como un “arreglo” de los
elementos del conjunto, en el cual no se permiten repeticiones e
importa el orden en el que aparecen los elementos.

Si A es cualquier conjunto, un k-subconjunto de A es un subcon-
junto de A de cardinalidad k.

Teorema 4.100. Sea A un conjunto finito, |A| = n.Sik € N, k < n,
entonces el nimero de k-subconjuntos de A es

ny n!
k] kl(n-k)!



Capitulo 4. Numeros 149

Demostracion. El teorema 4.93 implica que el numero de k-tuplas
inyectivas formadas por distintos elementos de A es P(n,k). Sin
embargo, estas k-tuplas no representan k-subconjuntos porque en
un k-subconjunto no importa el orden en el que aparecen los ele-
mentos.

Digamos que dos k-tuplas

(ar,...,ax) y (by,...,by)

son equivalentes si existe una permutaciéon 8 : A — A tal que
B(a;) = b; para toda i. Esto define una relacién de equivalencia
(ejercicio 4.105). Por el teorema 4.98, la cardinalidad de cada clase
de equivalencia es k!. Como las clases de equivalencia forman una
particion de las k-tuplas, deducimos que hay

P(n,k)
k!

clases de equivalencia distintas. El teorema queda demostrado ob-
servando que cada clase de equivalencia corresponde a un k-sub-
conjunto distinto de A, y que

P(n,k) P(n,k)(n—-k)! n!
kKl kim—-k)!  kl(n-k)

La expresion (2) del teorema anterior se llama coeficiente bino-
mial, ya que también determina el k-ésimo coeficiente del binomio
(x+y)"

Ejemplo 4.101. En una clase de 15 estudiantes hay que elegir un co-
mité formado por tres representantes. ;Cuantos comités diferentes
se pueden formar?

Como no hay distincion alguna entre los representantes que for-
man el comité, la pregunta anterior es equivalente a encontrar el
numero de subconjuntos de cardinalidad 3 del conjunto de 15 es-
tudiantes. Por el teorema 4.100, el nimero de estos subconjuntos

es
15 15!
< 3 ) S 3115 -3) 455.

Palabras clave de la seccion: principio fundamental de conteo, nu-
mero de funciones inyectivas, cardinalidad del conjunto potencia,
permutacion, k-subconjunto, coeficiente binomial.
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4.5.1 Ejercicios de conteo

Ejercicio 4.102. Demuestra que si A, Ay, ..., A, son conjuntos fini-
tos, entonces

[A] X Ap X ... X Ay| = |A1]|Az] ... ]A].
(sugerencia: usa induccion sobre 7 y el teorema 4.90).

Ejercicio 4.103. Principio del palomar: demuestra que no hay fun-
ciones inyectivas de A en B si |A| > |B].

Ejercicio 4.104. Sea A un conjunto finito. Explica por qué cualquier
funcion inyectiva sobre A es también sobreyectiva.

Ejercicio 4.105. Comprueba que la relacion definida en la demostra-
cion del teorema 4.100 sobre las k-tuplas es una relacion de equi-
valencia.

Ejercicio 4.106. Sea A un conjunto de cardinalidad 8. Encuentra lo
siguiente y justifica tu respuesta:

a) La cardinalidad del conjunto potencia P(A).

b) El nimero de permutaciones de A.

¢) El nimero de 5-subconjuntos de A.

d) La cardinalidad del producto cartesiano A x A.

e) El namero de relaciones sobre A (recuerda que una relacion
sobre A es un subconjunto de A X A.)

f) El nimero de subconjuntos X de A tales que | X| < 3.

Ejercicio 4.107. Con las letras de la palabra LIBRO, ;jcuantos arre-
glos de letras distintos se pueden hacer?

Ejercicio 4.108. Un profesor quiere repartir 4 libros entre 10 estu-
diantes de una clase. Determina el nimero de formas diferentes en
las que se pueden repartir si:

a) Los cuatro libros son distintos, y los estudiantes pueden re-
cibir mas de un libro.

b) Los cuatro libros son distintos, y los estudiantes no pueden
recibir mas de un libro.

¢) Los cuatro libros son iguales, y los estudiantes no pueden
recibir mas de un libro.
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4.6 Definiciones del capitulo

Escribe la definicién y un ejemplo de cada uno de los conceptos
enlistados a continuacion.

1) Numeros naturales.
2) Numeros enteros.
3) Divisor.
4) Numero primo.
5) Numero compuesto.
6) Maximo comun divisor.
7) Primos relativos.
8) Ecuacion diofantica.
9) Congruencia modulo n.
10) Igualdad de cardinalidades.
11) Cardinalidad menor o igual que.
12) Conjunto finito.
13) Conjunto numerable.
14) Permutacion.
15) k-subconjunto.
16) Coeficiente binomial.
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Los objetos principales de estudio del algebra universitaria son las
estructuras algebraicas. Dicho brevemente, una estructura algebrai-
ca involucra uno o mas conjuntos junto con una o mas operaciones
que satisfacen ciertas propiedades. Estas operaciones pueden va-
riar considerablemente, dependiendo de los conjuntos sobre las
que estén definidas. Algunos ejemplos comunes son la suma y la
multiplicacién usual de niimeros, la multiplicaciéon de matrices y la
composicion de funciones.

Cada estructura algebraica recibe un nombre especial, depen-
diendo del niimero de conjuntos y operaciones involucradas y de
las propiedades que éstas satisfagan; asi pues, pueden ser llamadas
grupos, campos, espacios vectoriales o anillos, entre muchas otras.
En las siguientes secciones definimos algunas de estas estructuras
y examinamos algunos ejemplos elementales.

5.1 Grupos

Antes de definir formalmente lo que es un grupo, presentamos el
concepto de operacion binaria.

Definicion 5.1 (operacion binaria). Sea G un conjunto no vacio. Una
operacion binaria de G es una funcion de la forma f: G X G — G.

Ejemplo 5.2. Si G = 7, la funcién f : Z x Z — 7 definida como
fin,m)=n+meZ donden,me 7,
es una operacion binaria llamada suma usual de Z.

En general, para verificar que f es una operacion binaria bien
definida en G hay que asegurarse de que realmente f(a,b) € G
para cualquier par (a,b) € G X G. Comunmente llamamos a esto
propiedad de cerradura de la operacion.

Ejemplo 5.3. Consideremos el conjunto de nimeros racionales dis-
tintos de cero, denotado como Q*:

Q* = {%:a,bez,aqto,b;to}.

La funcion

donde i € Q*,

(011 az) _aaz
" biby’ b;

b’ b,
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es una operacion binaria de Q. Para comprobar la cerradura, note-
mos que si a; # 0y b; = 0, entonces a,a, + 0y bib, + 0, y por lo

tanto
aja

bib,

Esta operacion es llamada multiplicacion usual de niimeros racio-
nales.

€ Q*.

Ejemplo 5.4. Consideremos el conjunto
I={2n+1:n e 7}.

La funcion
f(a,b) =a+ b,donde a,b €1,

no es una operacion binaria de [ porque no se cumple la cerradura:
la suma de dos enteros impares no es un entero impar.

En el ejemplo anterior, ;qué ocurre si consideramos al conjunto
de enteros pares en lugar del conjunto de enteros impares? ;Es la
suma en este caso una operacion binaria? (ejercicio 5.25).

Cuando los elementos de G son clases de equivalencia impone-
mos la condicién de que una operacién binaria f de G debe ser in-
dependiente de los representantes que se elijan en cada clase; mas
precisamente, f debe cumplir que si [a] = [a’] y [b] = [b’], en-
tonces f([al,[b]) = f([a'],[b’]). El siguiente ejemplo ilustra esta
situacion.

Ejemplo 5.5. Sea n € N, n # 0. Consideremos el conjunto cociente
de la relacion modulo n:

Z, = 1{[01,[11,...,[n —11}.
La funcion
f(m]l,[k]) = [m + k] € Z,,, donde [m],[k] € Z,,

es una operacion binaria de Z,,. Claramente, f cumple la cerradura,
pero en este caso también es necesario verificar que f es indepen-
diente de los representantes de clase. Esto queda establecido por
el teorema 4.48, el cual demuestra que si [m] = [m']y [k] = [k'],
entonces [m + k] = [m’ + k’].

Notacion 5.6. En general, escribimos un punto - para denotar una
operacion binaria cualquiera. Ademas, es costumbre escribir la ima-
gen del par (a,b) € G X G como a - b.
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Un grupo es una estructura algebraica que consiste en un con-
junto y una operacién binaria que cumple tres propiedades. El con-
cepto surgio por primera vez en el siglo XIX en las investigaciones
del matematico francés Evariste Galois. A pesar de haber sido ase-
sinado en un duelo a la corta edad de 20 anos, Galois desarrollo
una de las teorias matematicas mas brillantes de la historia.

Definicion 5.7 (grupo). Sea G un conjunto no vacio y - una opera-
cion binaria de G. El par (G, -) es un grupo si se cumplen las si-
guientes propiedades:

G1 Asociatividad. Para toda a, b, c € G, se cumple que

a-(b-c)=(a-b)-c.

G2 Identidad. Existe un elementoe € Gtalquee-a=a-e=a
para toda a € G.

G3 Inversos. Para cualquier a € G, existe un elemento b € G tal
quea-b=b-a=e.

El elemento e € G de la propiedad G2 es llamado identidad de
G. El elemento b € G de la propiedad G3, que cumple que a - b =
b -a = e, es llamado inverso de a y es denotado como a~!. Mas
adelante demostramos que estos elementos son Unicos.

Ejemplo 5.8. Sea + la suma usual de Z. El par (Z, +) es un grupo:

G1 Para toda n,m,k € Z, se cumple que (n+m) + k = n +
(m+ k).

G2 Laidentidad es O € Z porque 0 + n = n + 0 = n, para toda
ne’z.

G3 Elinverso de cualquier n € Z es —n € Z porque n + (—n) =
(—n)+n =0.

Ejemplo 5.9. Consideremos un conjunto con solo un elemento {e} y
una operacion binaria - definida como e - e = e. El par ({e}, -) esun
grupo: las propiedades G1-G3 se cumplen obviamente. Llamamos a
({e}, -) grupo trivial.

Ejemplo 5.10. Sea - la multiplicacion usual de Q*. El par (Q*, ) es
un grupo:



156  Capitulo 5. Estructuras algebraicas

G1 Sabemos que la multiplicacion de nimeros enteros es aso-
ciativa. Por lo tanto:

@ (o o) ol
bi \b, bs) bi(bbs)
(a1az)as
1b2) b3

(
(b
(5 5) b
b, by b3
para cualquier §* € Q*.

G2 La identidad es T € Q* porque 1 - 5= 1= %, bara toda

7 € Q*.
G3 El inverso de cualquier % € Q* es % € Q* porque % . g =
ab _ ab _ 1

ba — ab ~ 1°
Ejemplo 5.11. Consideremos un triangulo con vértices
V = {vy,v2,v3}.
Sea Sym(V) el conjunto de permutaciones de V (funciones biyecti-

vas sobre V). A estas permutaciones también se les llama simetrias
del triangulo. Por ejemplo, la permutacion

V1 — VU2
p: V2 — V3
V3 — V1

puede verse como una rotacion de 120 grados (figura 5.1).

\_/

Figura 5.1: Rotacion de 120 grados.
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De manera similar, la permutacion
V1 — VU1
(02 Vy — V3
V3 — V2

puede verse como una reflexion del triangulo a través del eje que
pasa por v; (figura 5.2).

Figura 5.2: Reflexion del triangulo.
Por el ejercicio 5.29, la composicion de funciones o es una ope-
racion binaria de Sym(V). Ademas, el par (Sym(D), o) es un grupo:

G1 La asociatividad de o se deduce directamente de la defini-
cion 3.34.
G2 La permutacion
V1 — V1
id : { Vo~ V2
V3 — VU3

es la identidad porque id o ¢p = ¢p o id = ¢, para toda ¢ €
Sym(V).

G3 Debido a que los elementos de Sym(V) son funciones biyec-
tivas, cualquier elemento tiene un inverso.

Ejemplo 5.12. Sea + la operacion binaria de Z,, del ejemplo 5.5. En-
tonces, el par (Z,, +) es un grupo (ejercicio 5.25).

Ahora demostramos algunos resultados basicos.

Lema 5.13 (cancelacion derecha). Sea (G, -) un grupoy a,b,c € G.
Sia-c=b-c, entonces a = b.
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Demostracion. Usando las propiedades de la definicion de grupo,

a-c=b-c = (a-¢)-ct=wm-c)-c},

= a-(c-c‘l)zb-(c-c‘l), (G1)
= a-e=Db-e, (G3)
= a=bh. (G2)

[

También es posible demostrar la cancelacion izquierda (ejercicio
5.26).

Teorema 5.14 (unicidad de los inversos). Sea (G, -) un grupo. El in-
verso de cualquier elemento de G es Unico.

Demostracion. Sea a € G y supongamos que b,d € G cumplen que
a-b=b-a=eya-d=d-a=e. Demostramos que b = d:

b=b-e (G2)
=b-(a-d) (hipotesis)
=(b-a)-d (G1)
e-d (hipotesis)
=d. (G2)
[

También es posible demostrar que la identidad de cualquier gru-
Po es Unica (ejercicio 5.26).

Un grupo (G, -) es finito si G es un conjunto finito. Cuando
|G| = m, podemos escribir una tabla, llamada tabla de Cayley de
(G, ), con m filas y m columnas, que determina completamente el
comportamiento de la operacion del grupo. Para esto ordenamos
de manera arbitraria los elementos del grupo, G = {g1,92,..-,9m},
y escribimos g; - g; en la entrada (i, j) de la tabla.

Ejemplo 5.15. Consideremos el grupo (Zs, +), donde
Zs = {[0],[1],[2],[3], [4]}.
En este caso, la tabla de Cayley es la siguiente:

La famosa frase “el orden de los factores no altera el producto”
soOlo es verdadera en grupos abelianos.
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+ | [0] [1] [2] [3] [4]
(01| [0 [1] [2] [3] T[4]
(11| (11 [2] [3] [4] I[O]
(21| [2] [3] [4] [o0] [1]
[31 | [3] [4] [0] [1] ([2]
[4] | [4] [0] [1] f[2] (3]

Tabla 5.1: Tabla de Cayley de (Zs, +)

Definicion 5.16 (grupo abeliano). Decimos que un grupo (G, -) es abe-
liano si se cumple la siguiente propiedad:

G4 Conmutatividad. Para toda a,b € G, tenemosque a -b =b - a.

El término “abeliano” hace referencia al matematico noruego de
principios del siglo XIX, Neils Henrik Abel.

Ejemplo 5.17. Los grupos (Z,+), (Q*, ) y (Z,, +) son abelianos.

Ejemplo 5.18. El grupo (Sym(V), o) de simetrias del triangulo no es
abeliano. Para observar esto, sean p y o las simetrias del ejemplo

5.11. Entonces,
V1 — V2
po0O: V2 — V1

V3 — V3
mientras que,
V1 — VU3
gop=+4 V2—1p
V3 — Vg

Por lo tanto, p o 0 # 0 < p.

Si (G, -) es un grupo y H un subconjunto de G, denotemos por
-y la restriccién de - en H; en otras palabras, -y es la funcién -y :
H x H — G definida como

a-gb=a-b, donde a,b € H.

Definicion 5.19 (subgrupo). Sea (G, ) un grupo y H < G. Decimos
que (H,-g) es un subgrupo de (G,-) si (H,-y) es en si mismo un
grupo.

Decimos que (H, -g) es un subgrupo propio de (G, ) si H < G.
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Ejemplo 5.20. El grupo trivial ({e}, ) es un subgrupo de cualquier
grupo (G, -).

Teorema 5.21 (test del subgrupo). Sea (G,-) un grupoy H < G. El
par (H,-g) es un subgrupo de (G, -) si y sOlo si se cumplen las
siguientes propiedades:
S1 Se cumple la cerradura en H; es decir, a - b € H para toda
a,b e H.

S2 Laidentidad del grupo (G, -) esta contenida en H.
S3 Para cualquier a € H, tenemos que a~! € H.

Demostracion.

(=) Si (H,-g) es un subgrupo, claramente se cumplen las propie-
dades S1-S3.

(<) Supongamos que el par (H, -y) cumple las propiedades S1-S3.
La propiedad S1 garantiza que -y es una funciéon de la forma
H x H — H, asi que es una operacion binaria de H. Las propie-
dades S2 y S3 implican directamente que G2 y G3 se cumplen.
Finalmente, (H, -y) también cumple G1 porque, para cualquier
a,b,c € H,

a-gb-gcy=a-b-c)=(a-b)-c=(@-ygh) -gc.

Por lo tanto, (H, -y) es un grupo en si mismo.
]

Para simplificar notacién, si (H, -g) es un subgrupo de (G, -),
denotamos la operacion -y con el mismo simbolo que la operaciéon
de (G, -).

Ejemplo 5.22. Sea n € N, n # 0. Consideremos al conjunto de los
multiplos enteros de n:

nZ ={nk:k e 7}.

Claramente, nZ es un subconjunto de Z (un subconjunto propio si
n + 1). Ademas, (nZ, +) es un subgrupo de (Z, +):

S1 Sean a,b € nZ. Entonces a = nk, y b = nk,, para algunos
ki,k> € Z. Por lo tanto,

a+b=nk; +nk, =n(k; +ky) € nz.

S2 El conjunto nZ contiene a 0 porque 0 = n0.
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S3 Sia € nZ, entonces a = nk, para algun k € 7, asi que —a =
n(—k) € nz.

Hay un método sencillo para encontrar un subgrupo de un gru-
po finito (G, -). Primero, tomamos cualquier elemento g € G dis-
tinto de la identidad, y lo operamos consigo mismo:

9-9,9-9-9,@9-9-9-9), ...
El proceso termina cuando encontramos que
g-g-...-g9) =e.

Esto siempre sucede dado que G es un conjunto finito. Para simpli-
ficar notacion, escribimos g* = (g - ... - g), donde g esta operado
consigo mismo i veces, y g° = e. Sea n € N el entero positivo mas
pequeiio tal que g" = e, y definamos

(9) = |e.9.9% 9% ....a" '}

Veremos que ({g), -) es un subgrupo de (G, -), llamado grupo cicli-
co generado por g.

Teorema 5.23 (subgrupo ciclico). Con la notacion de arriba, ({g), -)
es un subgrupo de (G, -).

Demostracion. Usaremos el test del subgupo (teorema 5.21).
S1 Sean gk, g° € (g), 1 < k,s < n. Observemos que
9~-g=0@- -9 -(@g-...-9) =g"".

Si (k +s) < n, es claro que gk** € (g). Por otro lado, si (k +
¥) > n, usamos el algoritmo de la division para encontrar
enteros q,v € Z tales que

(k+s)=qn+r,donde 0 <7 <n.

Por lo tanto,

gk+s:gqn+r
:gn.gn.__..gn.gr
=e-e-...-e-g"

=g" €(9)-
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S2 Por definicion, e = g° € (g).
S3 Ejercicio 5.27.
[ ]

Ejemplo 5.24. Consideremos la clase [2] en el grupo (Zg, +). Obser-
vemos que

[2] +[2] = [4],
[2] +[2] +[2] = [O].

Por lo tanto,

({[0],[2], 141}, +)

es un subgrupo de (Zg, +). Consideremos ahora [3] en (Zg,+) ¥
veamos que [3] + [3] = [0]. Por lo tanto,

({[0],[31}, +),

es un subgrupo de (Zg, +).

Palabras clave de la seccion: operacion binaria, grupo, identidad,
inverso, grupo abeliano, subgrupo, subgrupo ciclico.
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5.1.1 Ejercicios de grupos

Ejercicio 5.25. ;Cuales de los siguientes pares son grupos? Si el par
es un grupo, demuestra que se cumple la cerradura y G1-G3. En
caso contrario, determina qué propiedad es la que no se cumple.

a) (Z,,+), donde + es la suma de clases de equivalencia.
b) (2Z,+), donde + es la suma usual de niimeros.

¢) (N, +), donde + es la suma usual de numeros.

d) (Q, ), donde - es la multiplicacién usual de fracciones.

Ejercicio 5.26. Sea (G, -) un grupo. Demuestra lo siguiente:

a) Sean a,b,c € G.Sic-a =c - b, entonces a = b.
b) La identidad de (G, -) es unica.

Ejercicio 5.27. Sea (G, -) un grupo, g € G, g # e. Si
(9) = {e.9.0%....9""}

es el conjunto definido en esta seccion, con g" = e, demuestra que
({g),-) cumple la propiedad S3 del teorema 5.21.

Ejercicio 5.28. Encuentra todos los subgrupos ciclicos de 73, Z4, Z5
y Zg. ;Puedes encontrar subgrupos ciclicos propios no triviales en
Z3 0 Z5? ;A qué crees que se deba esto?

Ejercicio 5.29. Sea (Sym(V), o) el grupo de simetrias del triangulo
con vértices V = {vy, V2, v3}.

a) Explica por qué la composicion de funciones o es una opera-
cion binaria de Sym(V).

b) ;Cuantos elementos hay en Sym(V')? Escribelos todos usando
la notacion del ejemplo 5.11.

¢) Encuentra la tabla de Cayley de (Sym(V), o).
d) Encuentra dos subgrupos propios no triviales de (Sym(V), o).
Ejercicio 5.30. Sea V = {v1,v2, V3, V4}.
a) Demuestra que (Sym(V), o) es un grupo, donde o es la com-
posicion de funciones.

b) ;Cuantos elementos hay en Sym(V)? Escribelos todos con la
notacion usada en el ejemplo 5.11.

¢) Encuentra la tabla de Cayley de (Sym(V), o)
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5.2 Campos

En esta seccion definimos una nueva estructura algebraica que in-
volucra dos operaciones binarias.

Definicion 5.31 (campo). Sea F un conjunto no vacio. Sean + y - dos
operaciones binarias de F. La triada (F, +, -) es un campo si se cum-
plen las siguientes propiedades:

C1 (F,+) esun grupo abeliano con identidad ey.

C2 Sea F* = F\ {eg}. El par (F*,-) es un grupo abeliano con
identidad e; # eg.

C3 Distributividad. Para toda a,b,c € F,a- (b+c) = (a - b) +
(a-c).

Las operaciones + y - en un campo son llamadas “suma” y “mul-
tiplicacion”, respectivamente. Esto no significa que + y - sean la
suma y multiplicacion usual de niumeros; de hecho, el conjunto F
podria no contener nimeros. Al elemento ¢( se le llama identidad
aditiva del campo, mientras que a e; se le llama identidad multipli-
cativa.

Si (F,+,+) es un campo, es costumbre denotar como —a al in-

verso aditivo de a € F, y como L al inverso multiplicativo de a,

siempre y cuando a + ey. Para scimpliﬁcar notacion, si a,b € F,
escribimos a — b en lugar de a + (—b). Como ambas operaciones
+ y - forman grupos abelianos, es claro que a + b = b + a y que
a-b=>b-aparatodaa,b €F.

De hecho, podemos decir que una triada (F, +, -) es un campo
si las operaciones binarias + y - cumplen todas las propiedades

basicas de la aritmética.

Proposicion 5.32. Sea (F, +, -) un campo. Para cualquier a € F, te-
nemos que eg - a = ey.

Demostracion. Usando las propiedades de la definicion,

(epra)+ey=ep-a (C1)
=(eg+ep)-a (C1)
= (eg-a) + (ey - a). (C3)

Por lo tanto, eg = eg-a por cancelacion izquierda en el grupo (F, +).
]
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Usando la proposicion anterior es posible deducir que la identi-
dad aditiva ey € F no tiene inverso multiplicativo: es decir, que no
esta permitido dividir entre cero en un campo (ejercicio 5.43).

Proposicion 5.33. Sea (F, +, -) un campo. Para toda a,b € F, tene-
mos que
(—a)-b=a-(-b)=—-(a-b).

Demostracion. El elemento —(a - b) es, por definicion, el inverso
aditivo del producto a - b € F. Observemos que

(a-b)+((-a)-b)=(a+(-a))-b (C3)

=eq - b (Cl)

= eyp. (proposicion 5.32)

Por lo tanto, (—a) - b también es el inverso aditivo de a - b, asi que
(—a) - b = —(a - b) por la unicidad de los inversos en (F, +). De
forma similar, podemos demostrar que a - (—b) = —(a - b). []

Ejemplo 5.34. El campo mas pequefio que existe es (Zy, +, -) don-
de Z, = {[0],[1]}. La identidad aditiva es ¢y = [0] y la identidad
multiplicativa es e; = [1]. En este caso, el grupo (Z3, -) es el grupo
trivial, donde [1] - [1] = [1].

Ejemplo 5.35. El conjunto de los numeros racionales
Q= {%:a,hez,bth},

junto con la suma usual de fracciones, definida como
a L a az aib; +axb;
b, b, b1 b, ’
y multiplicacién usual de fracciones, es un campo:
C1 Ejercicio 5.44.
C2 Por el ejemplo 5.10, (Q*, -) es un grupo abeliano con identi-
dad multiplicativa e; = 7
C3 Para cualquier ‘Z— € Q, tenemos que

@ ) (az " a3> _ ﬂ ] (d2b3 +a3b2>
by \b> b3 b, b>bs
_ai(azbs + azb,)
b1(b2b3)
a1a2b3 + a1a3b2

bi1b;bs




166  Capitulo 5. Estructuras algebraicas

Por otro lado,

(@ _ @) (al a3> _ aaz N a,as
b, b b, bs bib,  bib3
_ a1ax(b1b3) + araz (b1 b»)
b1b>(b1b3)
bi(aaxb3 + a,azb,)
b1(b1b2b3)
_ alazbg + 611613192
b1bybs

Por lo tanto,

() (2 8) (38)
b, b,  bsy) \b, by by b3/’
Ejemplo 5.36. La triada (Z, +, -) no es un campo porque (Z \ {0}, -)

no es un grupo: ninguin elemento a € 7, a + =1 tiene inverso mul-
tiplicativo en Z.

Ejemplo 5.37. La triada (R, +, -) es un campo, con identidad aditi-
va 0 e identidad multiplicativa 1, llamado campo de los niimeros
reales.

El conjunto de los niimeros complejos es el producto cartesiano
de los nimeros reales:

C={(x,¥):x,y €ER} =R xR

La primera coordenada de C se llama coordenada real, mientras que
la segunda se llama coordenada imaginaria. El nimero complejo
(x,y) € C es llamado real puro si y = 0, o imaginario puro si
x =0.

Nuestro objetivo es definir dos operaciones binarias + y - de C
tales que la triada (C, +, -) sea un campo. Llamamos a + la suma
usual de numeros complejos y la definimos como

(x1,71) + (x2,02) = (x1 + x2, Y1 +2) €C,

donde (x;,y;) € C. Por otro lado, llamamos a - la multiplicacion
usual de numeros complejos y la definimos como

(x1,1) - (x2,2) = (x1X2 = Y122, X102 + X21) € C,
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donde x;y; representa la multiplicacion usual de numeros reales.

Si (x1,0) v (x2,0) son reales puros, las operaciones definidas
previamente coinciden con la suma y multiplicacién usual de nu-
meros reales:

(x1,0) + (x2,0) = (x1 + x2, 0),
(x1,0) - (x2,0) = (x1x2, 0).

Observemos que, para cualquier (x,y) € C,
(x,¥) = (x,0) - (1,0) + (»,0) - (0,1).

Para simplificar notacion, identificamos a (x,0) y (y,0) con los
numeros reales x, y € R, respectivamente. Si definimos

i=(0,1) € C,
podemos denotar al niimero complejo (x,y) como
x+yieC.

El imaginario puro i = (0,1) es llamado unidad imaginaria y
cumple que
iZ = (0’1) " (0’1) = (_1’0)’

al cual identificamos con —1 € R. Es por esta razon que comun-
mente se dice que “i es una raiz cuadrada de —1”.

Con esta nueva notacion, la suma y multiplicacién de nimeros
complejos puede escribirse como

(Xl +y1i) + (Xz +y2i) = X1+ X» + (y1 + yg)i,
(x1 +11) - (x2 + >20) = xX1X2 — V122 + (X102 + X21) 1.

Ejemplo 5.38. Consideremos los numeros complejos 5 + iy 2 + 4i.
Entonces,

S5+i1)+@2+4i))=0GB+2)+(1+4)i=7+5i,
(5+1)-(2+4i)=(10—-4)+ (20+2)i =6+ 221.

Usando la notaciéon propuesta y las propiedades de los nume-
ros reales, no es dificil demostrar que (C, +,-) es un campo. Sin
embargo, la demostracion es algo laboriosa, asi que se deja como
ejercicio.

Ahora tomemos en cuneta un campo con un numero finito de
elementos.
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Ejemplo 5.39. La triada (Zs,+, -) es un campo finito, donde 75 =
{[0],[1],12],[3],[4]}. La operacion - esta definida como

[k]-[s]=[ks] €Zs donde k,s € 7.

Por el ejercicio 5.45, esta es una operacion de clases bien definida.
Por el ejercicio 5.25, (Zs,+) es un grupo. Claramente, (Zs,+) es
abeliano porque

[k1+[s]l=[k+s]l=[s+k]=1[s]+I[k].
Demostraremos que también (Zs \ {0}, -) es un grupo abeliano:

G1 La operacién es asociativa: para toda m, k, s € Z,
[m] - ([k]-[s]) = [m(ks)] = [(mk)s] = ([m] - [k]) - [s].

G2 La identidad multiplicativa es [1] porque [1] - [s] = [1s] =
[s].

G3 Demostramos la existencia del inverso multiplicativo de [s] €
Zs usando el lema de Bézout. Como 5 € 7Z es un numero pri-
mo, sabemos que mcd(s,5) = 1. Por lo tanto, existen enteros
x,y € Z tales que

1=sx+5y.

De esta forma, [x] € Zs es el inverso multiplicativo de [s]
porque
[s]-[x]=[sx]=[1-5y]=I1l

G4 La operacion es conmutativa: para toda m, k, s € Z,

[k]-[s]=[ks]=[sk]=I[s]-[k].

Si (F,+,-) esun campoy R < F, decimos que R es un subcampo
si (R, +, -) es un campo en si mismo.

Ejemplo 5.40. La triada (Q, +, -) es un subcampo de (R, +,-). A su
vez, (R, +, -) es un subcampo de (C, +, -).

Proposicion 5.41 (test del subcampo). Sea (F, +,-) un campo y R <
F. Entonces, (R, +,-) es un subcampo de (F,+,-) si y so6lo si se
cumplen las siguientes propiedades:

SC1 Las identidades del campo pertenecen a R; es decir, eg, ey €
R.
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SC2 Paratoda a,b € R, tenemosquea+ b € Ry —a € R.

SC3 Para toda a,b € R*, tenemos que ab € R*y % € R*.
Demostracion. Ejercicio 5.48. [
Ejemplo 5.42. Consideremos el conjunto

Q(ﬁ) = {x+yﬁ:x,ye [R{}.
Demostraremos que la triada
(Q(v2),+,-),
es un subcampo de (R, +, -).

SC1 Las identidades 0 = 0 + 0~/2 y 1 = 1 + 0+/2 pertenecen a
Q(+v2).

SC2 Six;+yi/2 e Q(ﬁ), entonces
(x1 + J’1\/§) + (Xz +y2\/§) = (x1 + X2)
+ (1 +12)V2 € Q(+V2).
El inverso aditivo de x + y+/2 es

—(x+¥v2) = (=x) + (-¥)V2 € Q(V2).

SC3 Six;+yiV/2 e Q(ﬁ)* = Q(ﬁ) \ {0}, tenemos que

(x1+31v2) - (x2 + 22v2) = (x1x2 + 23172
+ (X172 + x21)V/2
es un elemento de Q(ﬁ)* El inverso multiplicativo de
x+vJ/2+0enRes

1
X+ y/2’
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aunque no esta claro si este es un elemento de Q(ﬁ)*

Para demostrar que el inverso tiene la forma requerida, ra-
cionalizamos el denominador:

1 3 1 x-yJ2
X+yV2 Xx+yV2x—yJ2
X —yJ/2

- (Xz _Xzyz> B (Xz _3’23}2)\/?6 Q(ﬁ>*

Palabras clave de la seccion: campo, nuimeros racionales, ntimeros
reales, niimeros complejos, campo finito, subcampo.
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5.2.1 Ejercicios de campos

Ejercicio 5.43. Sea (F, +, -) un campo. Explica por qué la identidad
aditiva ey € F no tiene inverso multiplicativo en F.

Ejercicio 5.44. Demuestra que los siguientes pares son grupos abe-
lianos.

a) (Q,+), donde + es la suma de numeros racionales definida
en esta seccion.
b) (C,+), donde + es la suma de ntmeros complejos.
c) (C*,-), donde - es la multiplicacién de nimeros complejos.
Ejercicio 5.45. Sean € N, n = 0. Si [k],[s] € Z,, demuestra que la

operacion binaria [k]x [s] = [ks] no depende de los representantes
k y s. Concluye que x es una operacion binaria de Z,, bien definida.

Ejercicio 5.46. ;Cuales de las siguientes triadas son campos? Justi-
fica tu respuesta detalladamente.

a) (C,+,-),donde + y - son las operaciones usuales de C.
b) (N, +, ), donde + y - son las operaciones usuales de N.
c) (Z,+,-),donde + vy - son las operaciones usuales de Z.
d) (Z3,+, %), donde + y X son las operaciones usuales de clases.
e) (Z4,+,%),donde + y x son las operaciones usuales de clases.

Ejercicio 5.47. Sea p € N un numero primo. Demuestra que

(Zp, +, x)
es un campo finito.

Ejercicio 5.48. Demuestra la proposicion 5.32 usando el test del
subgrupo 5.21.

Ejercicio 5.49. Si i es la unidad imaginaria, definamos
Qi) = {x + yi:x,y € Q}.

Demuestra que (Q(i), +, -) es un subcampo de (C, +, -) distinto de
(R, +,-).
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Ejercicio 5.50. Sea F = {O, I, &, }. Considera dos operaciones bina-
rias de F definidas por las siguientes tablas de Cayley:

+]0 1 o B x|O0 I o B
O|l0 I o B oOo|l0 O O O
I |I O B « I 1O 1 o B
x|la B O 1 x| 0 x B 1
BB o I O Bl1O B I «

Demuestra que (F, +, X) es un campo finito.
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5.3 Espacios vectoriales

Otra de las estructuras algebraicas mas importantes son los espa-
cios vectoriales. En esta seccion damos una breve introduccion a las
propiedades basicas de los espacios vectoriales; un estudio mas de-
tallado puede encontrarse en (Rose, 2002) o (Fraleigh y Beauregard,
1994).

Definicion 5.51 (espacio vectorial real). Sea V un conjunto no vacio.
Sean + una operacion binaria de Vy *x : R X V — V una funcion.
La triada (V, +, %) es un espacio vectorial real si para toda «, f € R
v,w € V se cumplen las siguientes propiedades:

V1 (V,+) es un grupo abeliano con identidad ey.

V2 Distributividad 1: «x % (V + W) = X % V + & * W.

V3 Distributividad 2: (x+ B) *V = & *x vV + B * V.

V4 Asociatividad: () x v = o x (B x V).

V5 Identidad: 1 x v = v.

Los elementos de un espacio vectorial real son cominmente lla-
mados vectores. La operacion binaria + es llamada “suma”, mien-
tras que la operacion *x es llamada “multiplicacion por escalar”.

El campo de los numeros reales usado en la definicion 5.51 pue-
de reemplazarse por cualquier otro campo F para definir un espa-
cio vectorial sobre F. Aunque es comun trabajar con espacios vec-
toriales sobre el campo de los nimeros complejos o incluso sobre
algun campo finito, nos enfocaremos en espacios vectoriales reales.

Ejemplo 5.52 (R"). Consideremos el conjunto
RE=RxRxR=1{(x,y,2):x,y,z € R}.
Definamos la suma en R3 como
(x1,¥1,21) + (x2,72,22) = (X1 + X2, Y1 + V2, Z1 + 22) € R3,
y la multiplicacion por escalar como
x* (x,y,z) = (ax, ay, xz) € R3,
donde « € R. La triada (R3, +, %) es un espacio vectorial real:

V1 ejercicio 5.62.
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V2 Si x € R, entonces
ok [(x1,y1,21) + (X2, 2, 22) ]
= (X1 + X2, Y1+ V2, Z1 + 22)
= (a(x1 + x2), «(y1+y2), &x(z1 + 22))
= (ax] + &x2, XY + XY, XZ] + XZ3)
= (ax1, ¢y, azy) + (ax2, ay2, ozs)
= o (x1,)1,21) + & * (X2,)2,22).

V3 Si o, B € R, entonces
(¢+B) * (x,¥,2) = ((«+ B)x, (x+ B)y, (ax+p)z)
= (ax + Bx, oy + By, az + Bz)
o * (x,y,z) +B* (x,v,2).

V4 Si o, B € R, entonces
(@) * (x,5,2) = (aB)x, (xP)y, (xp)z)
= (x(Bx), x(By), x(Bz))
= o x (Bx, By, Bz)
=ox (B*(x,7,2)).
V5 Claramente,
1% (x,v,z)=(1x, 1y, 12) = (x,y, z).

Ejemplo 5.53 (M2 (R)). Consideremos el conjunto de matrices

m® = (5 2 ):aer],
Definamos la suma de matrices como

a az) <l’)1 bz)_<a1+b1 a2+b2>
as aq + bs by ]~ \az+bs as+by )’

y la multiplicaciéon por escalar como

ay az Xa; «ap
* = n € R.
16 <a3 a4> ((xag - ),do de x

La triada (M2 (R), +, *) es un espacio vectorial real (ejercicio 5.63).
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Ejemplo 5.54. Consideremos el conjunto de funciones reales
Fun = {f:R — R}.
Definamos la suma de dos funciones f y g como la funcion
(f ® g) € Fun,

dada por
(fog)(x)=f(x)+g(x), parax € R.

Definamos la multiplicacion de f por el escalar x € R como la

funcién « * f € Fun dada por

(% f)(x) = xf(x), para x € R.

La triada (Fun, @, %) es un espacio vectorial real. Demostraremos

V1 y se deja como ejercicio demostrar V2-V5.

V1 (G1) La operaciéon @ es asociativa porque

[fe(geh)](x)=f(x)+(geh)(x)
= f(x) + [g(x) + h(x)]
= [f(x) +g(x)] + h(x)
=(feg)(x)+h(x)
[(f®g)eh](x),

para toda x € R. Como dos funciones son iguales siy
so6lo si coinciden en todos sus valores, tenemos que

fe(geh)=(feg)eh.

V1 (G2) Seaip: R — R la funcion definida como iy(x) = 0, para

toda x € R. Entonces,

(foig)(x) = f(x)+io(x)
= f(x)+0
= f(x),

para toda x € R, lo que implica que

feiy=f.

Esto demuestra que ij es la identidad de (Fun, ).
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V1 (G3) El inverso aditivo de una funciéon f € Fun es la funcion
(—f) : R — R definida como (—f)(x) = —f(x). Asi,

(fe (=)= f(x)+(=f)(x)

= f(x) = f(x)
=0 =1ip(x),
para toda x € R, asi que
f e (=f) =i

V1 (G4) La operacion & es conmutativa porque

(feg)(x)=f(x)+g(x)

=g(x) + f(x)
=(go f)x),
para toda x € R, asi que
feg=gef.

Proposicion 5.55. Sea (V, +, *) un espacio vectorial real. Para toda
v eV, x € R, tenemos que:

1) O0xv = eg.
2) ok ep = €g.
3) (—x) xv =—(x*v).
Demostracion. Demostraremos cada punto.

1) Observemos que

O%xv+eg=0%v (V1)
=(0+0)*xv
=0*xv+0xv. (V3)

Por cancelacion izquierda en el grupo (V,+), tenemos que
eo=0x%xv.
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2) Six =0, x* ey = ey por la parte 1) de esta proposicion. Si
o + 0, entonces, para cualquier w € V,

Xk eyg=«X&*ey+ e (V1)
:0(>|<e0+g>l<eo (V5)
1o
=a*e0+a*<i*eo) (V4)
1

= Xk [e0+ (a*e())] (V2)

1
. (f % e0> (V1)

10
= Xxeg (V4)

16
=1 % ey = ep. (VS)
3) Ejercicio 5.64.

[ ]

Un subconjunto W de un espacio vectorial real (V, +, %) es un
subespacio vectorial si (W, +, %) es un espacio vectorial real en si
mismo.

Teorema 5.56 (test del subespacio). Sea (V, +, *) un espacio vecto-
rial real y W < V. Entonces (W, +, %) es un subespacio vectorial si
y soOlo si se cumplen las siguientes propiedades:

SV1 ey e W.

SV2 Para toda u,v € W, tenemos que u +v € W.
SV3 Paratodav € W, @ € R, tenemos que x x v € W.

Demostracion.
(=) Es claro que si (W, +, %) es un subespacio vectorial, las propie-
dades SV1-SV3 deben cumplirse.

(<) Supongamos que W satisface las propiedades SV1-SV3. De-
mostremos que (W, +, %) es un espacio vectorial en si mismo.
El par (W, +) es un subgrupo abeliano de (V, +):

S1 Por la hipétesis SV1, la identidad aditiva eg pertenece a
w

S2 Por la hipotesis SV2, u + v € W para toda u,v € W.
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S3 Si v € W, por SV3, sabemos que (—1) x v € W. Como
(-1) xv = —(1 *x v) = —v, por la proposicién 5.55 3),
tenemos que —v € W.

La hipétesis SV3 implica que la multiplicacién por escalar esta
bien definida en W. Luego, las propiedades V2-V5 de espacio
vectorial se cumplen para (W, +, %) al ser un caso particular
de las propiedades V2-V5 de (V, +, *). Por lo tanto, (W, +, %)

es un espacio vectorial en si mismo. .

Definicidn 5.57 (combinacion lineal). Sea (V, +, %) un espacio vecto-
rial real. Una combinacion lineal de los vectores vy, v2,...,Vy, € V
es un vector de la forma

W=0 ¥V + & %Vs+...+ &n * Uy, donde &; € R.

Definicion 5.58 (espacio generado). Sea (V, +, %) un espacio vecto-
rial real y A = {v4,..., vy} un subconjunto finito de V. El conjunto

gen(A) = {01 * V1 + X2 %k Vg 4+ ...+ Xy * Vy : X5 € R}
es llamado espacio generado por A.

En otras palabras, gen(A) es el conjunto de combinaciones li-
neales de los vectores de A.

Proposicion 5.59. Sea (V, +, x) un espacio vectorial real y
A={vy,...,vp} € V.
La triada (gen(A), +, *) es un subespacio vectorial de (V, +, ).

Demostracion. Usaremos el test del subespacio.

SV1 Por la proposicion 5.55, 1), tenemos que
Oxvy + O0%xvp + ... + Okvy=e9+eg+...+e9 = ey,

por lo que ey € gen(A).
SV2 Consideremos dos elementos arbitrarios de gen(A):

Ok V1 +...+ 0 *kVyp V B1 kUL + ...+ By k Uy,

donde «;, B; € R. Por la propiedad V3, la cual se cumple en
(V, +, %), tenemos que

(X1 % V1 + ..o+ 0y kVUp) + (B1*x V1 + ...+ Bk Uy)
= (1 +B1) kv + ...+ (Xn + Bm) * Uy, € gen(A).
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SV3 La propiedad V2 implica que

Xk (0] V1 +...+ Oy %k Uy)
=00k (0 % V1) +.on+ % (0 % Up) (V2)
= (o) * v + ...+ (o) * vy, € gen(A) (V4)

Ejemplo 5.60. Consideremos el subconjunto
A=1{(1,0,0),(0,1,1)} < R®.
El espacio generado por A es

gen(A) = {¢1(1,0,0) + x2(0,1,1) : x; € R}
= {(x1,0,0) + (0, &2, xx2) : x; € R}
= {(x1, 02, 2) : & € R}.

Ejemplo 5.61. Consideremos el subconjunto
B ={(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} < R®.
El espacio generado por B es

gen(A) = {x(1,0,0) + #2(0,1,0) + x3(0,0,1) : &¢; € R}
= {(og, 2, 3) 1 x; € R}
= R3.

Palabras clave de la seccion: espacio vectorial real, subespacio,
combinacion lineal, espacio generado.
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5.3.1 Ejercicios de espacios vectoriales

Ejercicio 5.62. Demuestra que (R3, +) es un grupo abeliano.

Ejercicio 5.63. Demuestra que las siguientes triadas son espacios
vectoriales reales:

a) (M2(R), +, %), donde M, (R) es el conjunto de matrices defi-
nido anteriormente.

b) (R", +,%),donde R" =R xR X...Xx R, n € N.
¢) (Fun, @, x), donde Fun es el conjunto de funciones sobre R.

Ejercicio 5.64. Sea (V, +,*) un espacio vectorial real. Demuestra
que (—x) *v =—(x*xv),paratodax e R, v € V.

Ejercicio 5.65. Supongamos que la multiplicacion - de elementos de
R3 esta definida como

(x1,%2,%3) - (71,22, ¥3) = (X121, X202, X3¥3) € R,

donde Xx;, y; € R. Si * es la multiplicacion por escalar usual, jes la
triada (R3, -, %) un espacio vectorial real? Justifica tu respuesta.

Ejercicio 5.66. Demuestra las siguientes afirmaciones:
a) W= {(x,0,z) : x,z € R3} es un subespacio de

([R3, +, *)

b) Fung = {f: R — R: f(0) = 0} es un subespacio de

(Fun, &, *).

¢) Fun; = {f:R — R: f(1) = 1} no es un subespacio de

(Fun, &, *).

Ejercicio 5.67. Encuentra el espacio generado por los siguientes sub-
conjuntos de R3:

A1 = {(7,0,0)},
A = {(2,0,0),(0,0,0),(1,0,0),(0,0,1)},
A3 =1{(1,0,0),(1,1,0), (1,1, }.
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Ejercicio 5.68. Sean

Wi = {(c1, x2, —x2) : ¢; € R},
W = {(x1,0,0) : x; € R},
W3 = {(xx1, 2,301 — 5ax2) @ ox; € R},

Encuentra subconjuntos de vectores A; en R3 tales que gen(A;) =
W;. Concluye que (W;, +,*) es un subespacio de (R3,+, %) para
cada 1.
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5.4 Polinomios

En esta seccion presentamos formalmente uno de los conceptos
mas importantes usados en algebra. Muy probablemente el lector
ya estad familiarizado con el uso de polinomios por haber recibido
de cursos previos de algebra basica. Aqui abordaremos nuevamente
muchos temas elementales relacionados con polinomios y discuti-
remos el tipo de estructura algebraica que forman.

A partir de ahora, si (F,+,-) es un campo, denotaremos sus
identidades aditiva ey € F y multiplicativa e; € F simplemente
como 0y 1, respectivamente. La razon de esto es que generalmente
estaremos pensando en los campos de niimeros racionales, reales
0 complejos.

Sea (F, +, -) un campo. Decimos que f(x) es un polinomio sobre
F en la variable x, si f(x) es una expresiéon de la forma

f(X) = anx™ + anix™ ' +...+aix + ao,

donde a; € F, n € N. Esta no es la definicion formal de polinomio
debido a que no hemos establecido con precision el término “va-
riable x”. Sin embargo, la definicion anterior sera suficiente para
nuestros propositos.

Denotamos como F[x] al conjunto de polinomios sobre F en la
variable x. Los elementos a; € F de un polinomio f(x) son llama-
dos sus coeficientes. Si a,, + 0y a; = 0 para toda i > n, decimos
que f(x) es de grado n y escribimos deg f(x) = n. En este caso el
coeficiente a,, € F es llamado coeficiente principal de f(x). Obser-
vemos que no asociamos ningun grado con el polinomio 0 € F[x]

Definicion 5.69 (polinomio constante). Un polinomio f(x) € F[x]
es llamado constante si f(x) = 0 o deg f(x) = 0.

Los polinomios constantes de F[x] coinciden con los elementos
de F.

Definimos la suma y la multiplicaciéon de polinomios de la si-
guiente manera. Sean f(x),g(x) € F[x] polinomios

F(x) = anx™ + an1x™ ' + ...+ ao,

G(X) = bypx™ + by 1 x™ L+ ...+ b.

donde a;, b; € F. Sin perder generalidad, supongamos que n > m.
Definimos la suma de f(x) y g(x) como

FOO)+g(xX) = anX"+.. 4 Ama X" (am + b)) Xx™+. ..+ (ag + by).



Capitulo 5. Estructuras algebraicas 183

Por otro lado, definimos la multiplicacion de f(x) y g(x) como
F(x)g(X) = anbpux™™ + (An-1bm + Anbpm-1)x""!
+ ...+ ((llbo + aobl)x + (ao + bo)

:mzm( > aibj)xk.

k=0 \i+j=k

La definicién anterior podria parecer poco natural; sin embargo, si
prestamos atenciéon podemos darnos cuenta de que se trata de la
multiplicaciéon usual de polinomios estudiada en cursos de algebra
basica.

Ejemplo 5.70. Consideremos los polinomios
fxX)=x>+3x+2 vy gx)=x-1,

en Q[x].El grado de f(x) es 2 y sus coeficientes sona, = 1,a; = 3
y ao = 2. El grado de g(x) es 1 y sus coeficientes son b; = 1,
by = —1. La suma y producto de estos polinomios son:

f(x) +9g(x) = axx*+ (a1 + b1)x + (ao + by)
=x’+4x+1 € Q[x],

F(x)g(x) = asb1x3 + (axbo + a1b1)x? + (a1by + aob1)x
+ OL()b()
=x3+2x%—x -2 € Q[x].

La triada (F[x], +, -) no es un campo ya que muchos polinomios
no tienen inverso multiplicativo en F[x]. Por ejemplo, x € F[x] no
tiene inverso multiplicativo en F[x] porque expresiones como %
no son polinomios. De hecho, ningtiin polinomio no constante tiene
inverso multiplicativo en F[x] (ejercicio 5.87).

Sin embargo, (F[x], +, -) satisface muchas otras propiedades:

1) (F[x],+) es un grupo abeliano (ejercicio 5.84).

2) La multiplicaciéon - es asociativa y conmutativa.

3) Existe la identidad multiplicativa: el polinomio constante 1
F[x].

4) La propiedad distributiva se cumple.
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Una triada (A, +, -) que satisface las propiedades anteriores es lla-
mada anillo conmutativo; estas estructuras algebraicas se estudian
normalmente en cursos mas avanzados de algebra abstracta, ver
(Hernandez Magdaleno y Castillo Ramirez, 2012).

La triada (F[x], +, -) comparte muchas propiedades con (Z, +, -).
La siguiente definicion es analoga al caso de los niimeros enteros.

Definicion 5.71 (factor). Sean f(x),h(x) € F[x].Decimos que f(x)
esun factor de h(x), o que f(x) dividea h(x),sih(x) = f(x)g(x)
para algin g(x) € F[x].

Ejemplo 5.72. Con respecto al ejemplo 5.70, el polinomio f(x) =
x?+3x+2dividea h(x) = x3+2x%—x—-2 porque h(x) = f(x)g(x),
donde g(x) = x — 1.

En el la seccion 5.2 estudiamos el algoritmo de la division en Z.
Este resultado también se cumple para polinomios.

Teorema 5.73 (algoritmo de la divisidon). Sea F un campo y
f(x),9(x) € F[x] con g(x) # 0.
Existen polinomios tnicos g(x) y r(x) en F[x] tales que
f(x)=g(x)q(x) +7(x),
donde ¥(x) =0 o degr(x) < degg(x).

Omitimos la demostracion del teorema anterior ya que involucra
algunos conceptos que no hemos definido en este texto. Al igual
que en el caso de los enteros, g(x) se llama cociente y r(x) se
llama residuo de la division de f(x) entre g(x).

Ejemplo 5.74. Consideremos los polinomios
fx)=2x*+xyg(x)=x>+2x+1enQ[x].

La forma de encontrar el cociente y el residuo de la division de f(x)
entre g(x) es la llamada “division larga”:

2x2 —4x +6
x?+2x+1 [ 2xT+x
—2x% —4x3 - 2x?
—4x3 - 2x% + x
4x3 + 8x2% + 4x
6x° + 5x
—6x%2-12x -6
—7/Xx—06
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El procedimiento se detiene cuando encontramos un residuo de
grado menor que deg g(x) = 2. De esta manera, el cociente de la di-
vision es q(x) = 2x%2—4x+6y el residuo es ¥ (x) = —7x —6. Se deja
como ejercicio comprobar que f(x) = q(x)g(x) + r(x) (ejercicio
5.88).

Definicion 5.75 (irreducible). Sea f(x) € F[x] un polinomio no cons-
tante. Decimos que f(x) es irreducible si f(x) no puede ser facto-
rizado como el producto de dos polinomios no constantes de F[x].

Es posible demostrar que cualquier polinomio no constante de
F[x] puede ser escrito de forma esencialmente tinica como el pro-
ducto de polinomios irreducibles. Por lo tanto, en cierta forma, los
polinomios irreducibles son analogos a los nimeros primos. Tam-
bién es posible estudiar conceptos como el maximo comun divisor,
el algoritmo de Euclides y el lema de Bézout para polinomios.

Ahora nos enfocaremos en estudiar otros conceptos importan-
tes relacionados con polinomios. Si

f(x)=anx™ +an1x"1+...+ ao,
y & € F es un elemento del campo, definimos a f(«) € F como
fa) =an()" + an_1 ()™ +... + ao.

En otras palabras, f(x) es el elemento del campo que resulta al
sustituir x por « en el polinomio f(x).

Ejemplo 5.76. Sean
fix)=2x’+ix+1eC[x] y ax=2ieC.
Entonces f(2i) es igual a
F(2i) =2(21)% +i(2i) + 1
=8i’+2i’+1=-9¢€C,
ya que i’ = —1 en C.

Definicion 5.77 (raiz). Sea f(x) € F[x]. Decimos que un numero
x € F esuna raiz de f(x) si f(x) = 0.

Ejemplo 5.78. Si h(x) = x3 + 2x2 — x — 2, entonces 1 es una raiz de
h(x) porque
h(l) = (1) +2(1)¥-1-2=0.
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Debido a la forma en la que estan definidas las operaciones de
polinomios, si tenemos f(x),g(x), h(x),s(x) € F[x] tales que

h(x)=f(x)g(x) y s(x) = f(x)+g(x),

entonces h(x) = f(x)g(o) v s(x) = f(o) + g(x) para cualquier
« € F. En otras palabras, da igual sumar o multiplicar polinomios
y luego evaluarlos que evaluar polinomios y luego sumar o multi-
plicar los resultados.

Ejemplo 5.79. Sean f(x) = x> +3x +2,g(x) = x -1,y h(x) =
x3 + 2x2% — x — 2. Observemos que

hix)=(x*+3x+2)(x—-1) = f(x)g(x).
Evaluemos estos polinomios en « = 3:
f(3)=32+3-3+2=20,
93)=3-1=2,
h(3)=3*+2-3%-3-2=40.
Asi, comprobamos que
f(3)g(3) =20-2 =40 = h(3).

Teorema 5.80 (factor). Sea f(x) € F[x]. Un nimero « € F es una
raiz de f(x) siy solo si x — « es un factor de f(x).

Demostracion.
(=) Supongamos que x € F es una raiz de f(x). Por el algoritmo
de la division, con g(x) = x — x € F[x], tenemos que
f(x) =q(x)(x — o) +7r(x),
para algunos gq(x),r(x) € F[x], donde
r(x) =00 degr(x) <degg(x) =1.

Luego, 7 (x) es un polinomio constante. Como f(«x) = 0, sabe-
mos que

0= f(c0)
=q(o)(x—o00) +7(x)
=r(x).
Debido a que ¥ (x) es constante, ¥ (x) = ¥(«) = 0, lo que im-
plica que f(x) = q(x)(x — «). Por lo tanto, x — « es factor de

Sf(x).
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(<) Supongamos que x — x € F[x] es factor de f(x) € F[x]. Por
definiciéon, tenemos que

f(x) =q(x)(x - ),
para algun g(x) € F[x]. Asi,

flex) =q(o0)(x—x) =q(x)-0=0.
Por lo tanto, « es una raiz de f(x).
[ ]

En general, no es verdad que todos los polinomios de F[x] tie-
nen una raiz en F.

Ejemplo 5.81. Ningun polinomio constante distinto de cero tiene
raices. Por ejemplo, f(x) = 5 no puede tener ninguna raiz ya que
f(x) =5 =+ 0 paratoda « € F.

La siguiente proposicién nos brinda un ejemplo mas interesante.

Proposicion 5.82. El polinomio

f(x) =x*-2eQ[x],
no tiene ninguna raiz en Q.

Demostracion. Por reduccion al absurdo, supongamos que o — 2 =
0 para algin « € Q. En forma equivalente, escribimos «* = 2. Como
x € Q, tenemos que x = %, donde m,n € Z, n # 0. Podemos
asumir que m y m no tienen factores comunes (excepto 1), ya que
éstos pueden ser cancelados en la fraccién. Ademas n # 1 porque
no existe ningun entero 4§ = m tal que m? = 2.

Por el teorema fundamental de la aritmética,

m=pi...Pr,
n=4qi...qs,
donde p;, q; € Z, son numeros primos distintos. Entonces,
(m>z _Pipi_,
n as ... a3

lo que implica que
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Por unicidad de la factorizacion en primos, p, = 2 para alguna k, y

cancelando
2

pi...pk-..P7=4i...4d;.

Pero ahora, de nuevo por la unicidad de la factorizacion, tenemos

que px = g4, para alguna d, lo cual contradice que los primos p;

y q; son distintos. Por lo tanto, no existe ningin « € Q tal que
2

- —-2=0. ]

La proposicion anterior también implica que /2 ¢ Q.

Si F = C, entonces si es verdad que cualquier polinomio no cons-
tante en C[x] tiene una raiz en C. Este hecho es llamado teorema
fundamental del dlgebra.

Teorema 5.83. Sea f(x) € C[x] un polinomio no constante. Enton-
ces f(x) tiene una raiz en C.

La demostracion de este teorema esta fuera del alcance de este
texto; normalmente se estudia en un texto de andlisis complejo, por
ejemplo (Marsden y Hoffman, 1999).

Palabras clave de la seccion: polinomio, grado, polinomio constan-
te, factor, algoritmo de la division para polinomios, polinomio irre-
ducible, raiz de un polinomio, teorema fundamental del dlgebra.
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5.4.1 Ejercicios de polinomios
Ejercicio 5.84. Demuestra que (F[x], +) es un grupo abeliano.

Ejercicio 5.85. Sean f(x),g(x) € F[x] polinomios de grado ny m,
respectivamente. Demuestra que

deg(f(x) + g(x)) = max{n, m},
y que deg(f(x)g(x)) = n +m.

Ejercicio 5.86. Encuentra la suma y la multiplicacion de los polino-
mios f(x) =2x3-x+3yg(x)=x%+x-1.

Ejercicio 5.87. Demuestra que todos los polinomios constantes tie-
nen inverso multiplicativo en F[x], pero que ningiin polinomio no
constante tiene inverso multiplicativo en F[x]. (Sugerencia: usa el
Ejercicio 5.85.)

Ejercicio 5.88. Comprueba que f(x) = q(x)g(x) + r(x), donde
f(x),q(x), g(x)yr(x) sonlos polinomios definidos en el ejemplo
5.74.

Ejercicio 5.89. Sean f(x) = x + 2y g(x) = x* + 3x? + x — 1 poli-
nomios en Q[x]. Encuentra el cociente y residuo de la division de
f(x) entre g(x).

Ejercicio 5.90. Sean f(x),g(x),s(x) € F[x] polinomios tales que
s(x) = f(x) + g(x). Demuestra que s(x) = f(x) + g(x) para cual-
quier « € F.

Ejercicio 5.91. Demuestra que el polinomio f(x) = x*> — 3 € Q[x]
no tiene ninguna raiz en Q.

Ejercicio 5.92. Sea f(x) = ax? + bx + ¢ € C[x], donde a, b, c € C,
a # 0. Demuestra que si

-b + Vb2 - 4ac -b - Vb2 -4ac
&= 2a yB= 2a ’

entonces f(x) = (x — ) (x — B). Concluye que « y B son raices de

Sf(x).

Ejercicio 5.93. Usa el ejercicio 5.92 para encontrar las raices de los
polinomios f(x) = 3x%2+6x -1y g(x) = x°> + x + 4.
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5.5 Definiciones del capitulo

Escribe la definiciéon y un ejemplo de cada uno de los conceptos
enlistados a continuacion.

1) Operacion binaria.
Grupo.
Grupo abeliano.
Subgrupo.
Grupo trivial.
Subgrupo ciclico.
Campo.
Numeros racionales.
Numeros complejos.
Espacio vectorial real.

2)
3)
4)
5)
6)
)
)
)
)
11) Combinacién lineal.
12)
13)
14)
15)
16)
17)
18)
19)
20)

~

8
9
0

Espacio generado.

Polinomio.

Coeficientes de un polinomio.
Grado de un polinomio.
Polinomio monico.

Polinomio constante.

Factor de un polinomio.
Polinomio irreducible.

Raiz de un polinomio.
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